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Les publications de la Societe polonaise de mathématique 
ont paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de „Roz- 
prawy Polskiego Towarzystwa matematycznego“ en un volume 
comprenant aussi bien des mémoires de langue polonaise que 
des mémoires rédigés en d’autres langues. Depuis 1922 l'or- 
gane de la Societe porte le titre d’Annales de la Societe 
polonaise de mathematique; les travaux de langue po- 
lonaise paraissent dans un Supplement, le corps du volume 
étant réservé aux travaux de langues française, anglaise, ita- 
lienne et allemande. 


Pour tout ce qui concerne les échanges et l'administration 
des Annales de la Société Polonaise de Mathématique, s’adres- 
ser au Secrétariat de la Société, 20, rue Gotebia, Cracovie 
(Pologne). 
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L'integration des fonctions sommables 
(Suite) !). 


Par 
Stefan Kempisty (Wilno). 


VI. L'intógrale (4) de M. Denjoy. 


1. Dans la note citóe au debut de ce memoire M. Denjoy 
donne la définition suivante de l’integrale (A) 2). 

En se servant des maximums et des minimums d'épaisseur 
relatifs aux nombres positifs a et ß, tels que a--8<1 (v. $ 6 
du chap. I de ce mémoire), il forme des sommes supérieures et infé- 
rieures analogues à celles de Riemann. Dans nos notations ce seront: 


DA: L,!, Dm|1 
i=l tæ] 
pour une division /,, ły,... Z,,... I, de l'intervalle (a, b). 

La limite commune de ces sommes. indépendante de a et de $, 
pour les divisions dont les normes tendent vers zéro, est, d’après 
M. Denjoy, l'intégrale (4) de f(x) dans l'intervalle (a, b). 

2. L'étude des intégrales extrêmes approximatives, nous a con- 
duit, indépendamment de la définition de M. Denjoy, à la notion de 
l'intégrale approximative °). 

Nous allons voir que lea deux procédés d'intégration sont equi- 
valents. 

Supposons en effet que la fonction f(x) soit intégrable appro- 
ximativement dans (a, b). Nous avons donc, d’après le $ 4 du chap. IV 
pour l'intégrale approximative de f, l'égalité suivante: 


1) Voir t. VIII, p. 226, Errata : p. 228 a la fin du $8 ajouter „pour deux 
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u 
valeurs A et B au moins“; p. 237, $ 3 v. 27 & au lieu de — 
„A ne — À 


2) Sur l'intégration riemanienne, Comptes Rendus, t. 169, 1919, p. 220. 

3) Un procédé d'intégration des fonctions mesurables; Comptes Rendus, 
t. 180, 1926, p. 812. 
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(4) fre dz = (2) f f(a) dz = (u) f fin) de, 


quel que soit À et m entre O et 1. 

Par suite l’intégrale approximative de f(x) est égale à la li- 
mite commune des sommes: 
PAIG Ł, 4)|L|, DUC La AILI, 

is] im] 

la norme de la division tendant vers zéro. 

Or, en vertu du § 6 du chap. 1. nous avons, pour À = 1 — «a 
et u = 1 — Ê, 

mf, L AJ="M, Mi L, u) = mA 


donc la fonction f(x) est intégrable (4) et les deux intégrales de f 
sont égales entre elles. 
Inversement quand la fonction f est intégrable au sens (4), 


son intégrale (A) est égale à la limite de la somme Dm (/, I, A) | I; | 
iw] 

pour À = 1 — a, donc à l'intégrale à densité À près, quelque soit A, 

et par suite à l'intégrale approximative. 

Ainsi l’integrabilite approximatixe est equivalente à Vintegrabilite 
au sens (À) et les deux intégrales sont égales entre elles. 

3. Comme, d'apres le $ 4 du chap. IV, toute fonction somma- 
ble est intégrable approximativement, nous avons en même temps 
établi que toute fonction sommable est intégrable au sens (A), ce 
qui avait été signalé par M. Denjoy dans sa note. 

Le théorème inverse est supposé probable par M. Denjoy. 
Cette hypothèse n’est pas encore verifiée !), mais nous pouvons établir 
que la fonction, dont la valeur absolue est intégrable approximati- 
vement, doit être necessairement sommable. 


VII. Les propriétés de l’intégrale approximative. 


Les intégrales des fonctions d'intervalle g et G définies par 
les égalités: 


1) Pendant la correction des epreuves M. Denjoy vient de publier dans les 
Comptes Rendus de l’Académie des Sciences (t. 193, p. 693) une note contenant 
la démonstration du théorème inverse. 


g(/, l, 4) = m(f, 1,4) 1, 
G( 1, 4) = m(f, L À) 1), 


jouissent des propriétés fondamentales de l'intégrale au sens de M. 
Burkill. En premier lieu elles sont additives en tant que fonctions 
d'intervalles. C'est à dire, en posant 


s(/, K, 4) = f g(f, 1, 4), 
S(/, K. 2) = | G(/, 1, 2) 
K 


et en divisant l'intervalle K en deux intervalles contingus K, et K,, 
nous avons 

s(f, K, 4) = s (f, K,, 2) + s(f, Ka, 20 

S(/, K, à) = S(/, Ki, 4) SU, Ki, 4). 


De plus, quand l'intégrale s(f, X, À) resp. S(f, K, À) existe, 
il en est de même des intégrales s(/, K,, A) et s(/, K,, À) resp. des 
intégrales S(/, Ki, À) et S(f, Ky, A). 

Lorsque la fonction est intégrable a densité À pres dans l'in- 
tervalle K. c'est à dire lorsque 


, K, 4) = SA K, 2) = (4) | fade 
K 
elle est intégrable a densité À pres dans K, et K, et nous avons 
(A) J (a) dx = a fre dz +-(2) | fo) dr 


Si la fonction f(x) est intégrable approximativement dans K, 
elle est intégrable à densité À près quel que soit À dans cet inter- 
valle. Par suite, elle est approximativement intégrable dans K, et K, 
et nous avons 


(4) | fla) dr = (4) | ia dz + (a) (fo dx. 


Alors l'intégrale approximative de f(x) dans l'intervalle K est 
une fonction additive d'intervalle. 

2. L'intégrale approximative est aussi additive par rapport 
à la fonction intégrée. 


1* 


En effet il est facile de voir que: 


m(f, l, 4) + m(f,, I, 4) ZL m(Ą + f, 1, 24), 

M(/, + fa, 122) << M(f, I, 4) + M f, I, 4), 
done 

Ilis £ 4) + g(f, 1, 4) Sg(f, + hs 1, 24), 

Gh + h, I, 24) ZG(/, 1.4) + G( (74, I, À). 


Par suite, en vertu du théorème 2.6 de M. Burkill !), nous 
avons 


s(f,, K. 4) + s(f,, K. A) Rs(A + fa, K, 24), 
S(A + far K, 24) << Si, K, 4) + S(/,, K, 4). 


Quand f, et /, sont integrables à densité À près, leur somme 
est intégrable a densité À pres et, en posant Æ = (a, b), on a 


a f hede + @ [rar = 22 fire) + dz 


Lorsque /, et f} sont intégrables à densité A pres quel que soit 4. 
il en est de même de leur somme. Donc, en faisant tendre 4 vers 
zéro, nous avons 


rar + (4) f E) de = (4) [In + Aade 


Ainsi la somme de deux fonctions intégrables approximative- 
ment dans un intervalle IK, est intégrable approzimativement et lin- 
tégrale de cette somme est égale à la somme des intégrales des fonc- 
tions données. 

3. Il est facile de voir que l'intégrale approximative jouit 
encore des propriétés suivantes: 


(4) J fiad ee fe — dr: 


a+h 


1) Functions of intervals, Proc. Lond. Math. Soc. (2) v. 22 p. 282. 


(4) f ræ) dx Z 0, pour f(z) Z 0 et a <b; 


ZY LE 3 


Or nous allons établir dans le chapitre suivant que, si la fonc- 
tion f,(x) tend en croissant vers la fonction f(x), l'intégrale appro- 
ximative de /„(z) tend vers celle de f(x). Ainsi l'intégrale appro- 
ximative vérifie toutes les six conditions qui déterminent l'intégrale 
lebesguienne d'une fonction mesurable bornée dans un intervalle !). 
Il s'eu suit que, pour les fonctions mesurables bornées, l'intégrale 
approximative est équivalente à celle de M. Lebesgue, ce qui était 
d'ailleurs établi, par un autre voie, au $4 et 6 du chap. III de ce 
mémoire. 

Il est évident que les raissonnements de ce chapitre peuvent 
être étendus à l'intégrale approximative d'une fonction de plusieurs 
variables. 


VIII. Les fonctions sommables. 


1. Dans le $ 4 du chap. IV nous avons établi que toute fonc- 
tion sommable est intégrable approximativement. Nous allons main- 
tenant voir que le théorème inverse est vrai pour les fonctions non 
négatives. 

En effet soit f(x) une fonction non négative et intégrable 
approximativement dans un intervalle (a, b). 

Posons 


J“ (x) = min { f(x), N} 
et considérons une division /,, Z,,... 1,,... I, de (a, b). 


Soit ensuite 


E = E, [f (<)> M(f, 1, 2). 


D’après la définition de la borne supérieure à densité À près 
($ 1 du chap. 1), 
LE SAI. 
Lorsqu’on a 


M(f, 1, à) <N 


1) H. Lebesgue, Leçons sur l'intégration, Paris 1904, p. 98—9. 


—— 


6 
l'ensemble Æ est égal à l’ensemble 
E,{f" (x) > M(f, li, À)] 


et, en appliquant la formule de la moyenne à l'intégrale lebes- 
guienne, nous avons 


Ir war< NĄ |L,|. 
1,E 


Il en résulte que 


b 


Ir" dz < D'M(F, L, A) | L| + NA(b — a) = 


a i=l 


= dev, 1,4) + Nå(b—a), 
im] 
quels que soient À et N. 
La fonction f étant par hypothèse intégrable approximative- 
ment dans (a, b), nous obtenons, en faisant decroitre la norme de la 
division vers zéro, l'inégalité suivante 


f f(x) dx < (A) J f(x) dx + NA (b — a), 


quel que soit À entre O et 1. Par suite 
b b 
Jrodae<(4) f red < + oo, 


quel que soit N, c'est à dire la fonction / est sommable dans (a, b). 

Ainsi toute fonction non négative, intégrable approrimativement 
est sommable. 

2. Si la valeur absolue d'une fonction est intégrable approxima- 
tivement, la fonction est sommable, puisque sa valeur absolue est 
sommable d’après ce que nous venons d'établir. 

Pour vérifier l'hypothèse de M. Denjoy, d'aprés laquelle toute 
fonction intégrable approximativement est sommable, il suffit donc 
de montrer qu'une fonction mesurable ne peut être intégrable ap- 
proximativement sans que sa valeur absolue soit intégrable appro- 
ximativement. 


Comme, en vertu du $ 9 du chap. I, 
mif, I, A) =m fh, l, 4) +m f’ IA), 
nous avons, en multipliant par | Z, l’egalite 


gS L A =g(f, 1 2) + 9(f°, 1,4) 


et par suite 


Do, 1,2) = Hg, 1, 2) + Da", L 4), 


{=l {œl i=] 


Alors, si / et /, sont intógrables approximativement, il en est 
de même de la fonction f°. Or les fonctions fọ et — f° sont non 
negatives, ils sont done sommables. Comme la valeur absolue de / 
est égale à la somme des fonctions fọ et — f°, elle est aussi som- 
mable. 

3. De la sommabilité d'une fonction non negative et intégrable 
approximativement nous pouvons déduire le théorème signalé dans 
le $ 3 du chapitre précedent sur l’intégrabilité d’une suite mono- 
tonne. Nous allons énoncer ce théorème de la manière suivante. 

Soit f(x) la limite dune suite non décroissante de fonctions 
fn (æ): 

RESAS... S fala) S -> (a). 


Si f(x) et les fonctions f„(2) sont intégrables approzimative- 
menl, nous avons 


af f(a) dz = lim af de 


En effet, comme la différence / — f, est intégrable approxi- 
mativement ($ 2 du chap. prócedent) et non negative, elle doit être 
soimmable et par suite 


(a) fer) dx a a fa) dz, 


la derniere integrale ótant celle de M. Lebesgue. 
Or la suite non croisante 


I-Ih21-h2. PI fri P 
tend vers zéro. 


En appliquant a cette suite le théorème de M. Lebesgue sur 
l'intégration des suites monotonnes, nous avons 


lim a fe —fj)dz=0. 


Alors, l'intégrale approximative étant additive par rapport à la 
fonction intégrée, nous pouvons écrire 


(4) | Fla) dz = lim (4) | ,(a)dz. 


Les mêmes proprietós subsistent pour les fonctions de plu- 
sieures variables. 


IX. Les dérivées de l’intégrale approximative. 


1. Considérons un intervalle / qui tend régulièrement vers 
un point z suivant un paramètre de régularité a, ce que nous avons 
désigné par 


1 x. 


La limite inférieure (supérieure) du quotient 
F(I) 
Al 
sera appelée dérivée inférieure (supérieure) de paramètre a de la 
fonction d'intervalle F(J) au poit x. Nous écrirons 


Br mini M2 
ET: I! 

D; F= lim up), 
[+2 a | 


Quand le paramètre a décroît, la dérivée inférieure ne croît 
pas et la dérivée supérieure ne décroît pas. 
Soient: 
D,F= lim DSF, 


a<+>0 


D,F = lim DeF 


a —0 


les dérivées extrêmes régulières de F au point x !). On a done 
D,FZ DEF < DeF < D,F. 


Lorsqu'il existe une seule dérivée régulière D, F, il n'existe 
qu'une seule dérivée à paramètre a et de plus nous avons 


D,E == Der. 


2. M. Saks définit, dans son mémoire. „Sur les fonctions d'in- 
tervalle“ 2), les dérivées extrêmes qui s’obtiennent du quotient con- 
sidéré quand l'intervalle / tend vers un de ses points intérieurs, 
c'est à dire il definit les dérivées extrêmes à paramètre 4. 

Il résulte des théorèmes 6 et 7 de M. Saks que, pour la fonc- 
tion d'intervalle F(/), intégrable au sens de M. Burkill, nous avons 
presque partout 


DLF < D} f F(1) < D* | F(1) Z DEF. 
K K 


Or, en se servant de la généralisation düe a M. Lebesgue du 
lemme de M. Vitali sur les intervalles, on peut facilement éten- 
dre les raisonnement de M. Saks aux dérivées de paramètre quel- 
conque. 

Alors, pour une fonction d'intervalle intégrable au sens de A1. 
Burkill, on a presque partout 


D3F < D: J F(1)< D: J FI) < DeF. 
K K 


Donc, en faisant décroitre a vers zéro, nous obtenons l’ine- 
galité 


D,F< D, | Fü) < D, | F4) <D,F 
K K 


En particulier, quand il existe une seule dérivée régulière 
de F, on a presque partout 


D,F = D, | ra) 


1) J. C. Burkill, loc. cit. p. 294. 
1) Fundamenta Mathematicae t. X, p. 212--224. 
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3. En appliquant ces théorèmes a la fonction g( f, /, À) et son 
intégrale s(/, K, 4), nous pouvons écrire 
Dig S Dis S Des’< Dag. 
Or, d’apres la definition de g, nous avons 


eus A= m(f, I, À) 


et d'autre part nous avons établi, dans le $ 4 du chapitre II, qu’on 
a en chaque point de continuité approximative de f(x) donc pres- 
que partout pour toute fonction mesurable (x), l'égalité 


f(z) = lim m(f, I, 2), 


quelque soit a et À entre O et 1. 
Par consóquent nous avons presque partout 


AD) ZUS 


Il résulte done de notre dernière inegalitó que l'intégrale 
s(f, K, À) est dérivable de paramètre a presque partout et qu'on a p. p. 


ID. 


Le même raisomnemeut s'applique à la fonction G(f, I, À) et 
à son intégrale S(/, K, À); par suite nous avons 


DES = D; G =) 
Comme cela a lieu quel que soit æ, on a presque partout 
D.s = D.S = D,.g = D,G = f(x). 


Lorsque la fonction f(x) de variable réelle est intégrable 
à densité À près, c'est à dire lorsque 


(1, K, 2) = S(/, K, 2) = (à) | Yla)dz, 
K 
nous avons presque partout l'égalité 


), (2) z| = f(x) 
bł J fejdz) = f(a) 


quel que soit 2. Donc, pour une fonction intégrable approximative- 
ment, l'égalité 


1! 


D, (d J f (æ) dz) — f (æ). 


a lieu presque partout 

En autres mots l'intégrale approximative est une fonction d’in- 
tervalle presque partout derivable régulièrement et sa dérivée régulière 
est égale p. p. à la fonction intégrée. 

On étend facilement les thćoremes établis dans ce chapitre 
aux fonctions de plusieures variables. 


Sur une propriete des series doubles. 


Par 
M. Biernacki. 


Considérons une série double 


U 33. 


u=0 væ0 


où les a,, sont réels. On peut supposer que l’on a rangé les termes 


de la série dans un tableau infini A double entrée: 


nn TE EZ, TEE VEREIN VER EEE | 
CACACHCHCHCH . à ras 


| - 
ZOCOLNCOCY ds) » 


T Azul yn AgalQss A34 Ag;| - 
(7) Ecker, a. a | 

Alaa yo! Aag da 746 . 

Ago|Gyy 253|Qy3 54 56 


B 


Il est bien connu que la convergence absolue de la série double 
équivaut au fait qu’en sommant les termes du tableau 7’ dans un 
ordre arbitraire on trouve toujours la meme somme finie. On peut 
montrer cependant qu'une condition en apparance moins restrictire 
est elle aussi équivalente à la convergence absolue de la série. 

Considérons une suite infinie de lignes continues sans points 
doubles: Ci, C4,..., C,...., dont C, joint un point a, du bord 
A du tableau 7 à un point b, du bord B. La ligue C, et les 
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segments des bords A et B du tableau delimitent un domaine D, 
simplement connere. Nous supposons que D,,, contient D, (u==1, 2, 3,...) 
et que chaque case du tableau 7 est cuntenue dans D, si n est 
assez grand. Soit S, la somme des termes du tableau qui sont con- 
tenus dans les cases (que l’on peut supposer fermées) appartenant 
complètement a D, et supposons que lim S, = S, la limite © étant 


indépendante du choix de la suite des courbes C, (satisfaisant aux 
conditions requises). Peut-on affirmer que dans ces conditions la 
série converge absolument? M. F. Leja auquel j'ai posé cette que- 
stion a prouvé que le réponse est affirmative. En voici une démon- 
stration différente de la celle M. Leja. 

< 0. 


+ + 
Posons a, ,=a,, uv > 0 et a,„,=0 lorsque a 


Il suffit de montrer que la serie à termes non négatifs: 


lorsque a śś 


(2) yya 


m =U ya) 


nv 


est convergente. Supposons que cette série soit divergente et ap- 
pelons X, le carré du tableau 7 composé de cases qui correspondent 
aux indices u, v tels que O< usa VW 

Soit #,, un nombre naturel quelconque, il existe en dehors du 
carré K„ un ensemble G, d'un nombre fini de cases (fermées) tel 
que les termes correspondants de la série (2) sont tous positifs et 
que leur somine est plus grande que I; G, est contenu dans un 
carré Kn: 

Il existe en dehors de X, un ensemble G, d'un nombre fini 
de cases tel que les termes correspondants de lu série (2) sont tous 
positifs et que leur somme est plus grande que 1; G, est contenu dans 
un carré À, nous définissons ainsi de proche en proche les ensembles 
Gr, (n=1,2,3,...). L'ensemble G, est composé de p, domaines 
connexes : 

| Han Hap Hl, 
soient 


hy, hą...., h 


Pi 


les ordres de connexion correspondants. En enlevant du H7 ou 
m = 1, 2,..., pı (h,— 1) domaines simplement connexes (pouvant 
être composés de cases) qui n’ont aucun point commun entre eux 
nous obtenons des domaines Hy simplement connexes. Posons 
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G, = ZH; et Gy = G,— Ga, Soit enfin Giy celui des ensembles 
G,, et Ga, pour lequel la somme des termes correspondants de la 
série (2) est supérieure à #. G,, est composé d'un nombre fini de 
domaines simplement connexes sans points communs. Joignons ces 
domaines entre eux et avec les bords À et B du tableau par une 
ligne L,, continue, sans points doubles et contenue dans le domaine 
Kay, — Ka On peut supposer que la ligne L,, est composée en 
partie par des frontières des domaines contenus dans Gay (elle n’a 
donc pas de points intérieurs à ces domaines). La ligne Z, et les 
seginents des bords A et B du tableau 7 délimitent un domaine 
simplement connexe D, que l'on peut supposer contenant @,,. En 
enlevant de ce domaine l’ensemble Ga. nous obtenons un autre 
domaine simplement connexe D,. 

Les sommes des termes de la série proposée (1) qui corres- 
pondent aux cases contenues dans D, et D, différant de 4 au 
moins il est clair qu'en sommant cette série (1) par des domaines 
D,, et 1),, on ne peut pas obtenir la même limite, contrairement 
a l’hypothese faite. La série (2) est donc convergente C. Q. F. D. 


Remarque. On a des extensions évidentes relatives au cas où 
les a,, sont complexes et au cas des séries multiples. On peut 
s'attendre à ce qu'il existe des propositions analogues relatives au 


cas des intégrales multiples singulières. 


Sur une limitation du module de la 
derivee des fonctions holomorphes. 


Par 
M. Biernacki. 


1. Dans un Mémoire qui a paru dans le Bulletin de VAca- 
dómie Polonaise des Sciences et des Lettres (Classe des Sciences 
Mathématiques et Naturelles, Serie A, 1929, p, 529—590) j'ai établi 
la proposition suivante: 

Soit D’ un domaine fermé, D un domaine fermé completement 
intérieur à D’, p(z) une fonction holomorphe dans D'. Designons par 
A, À les maxima de R£g(z)) (partie reelle de p(z), dans D' et D 
respectivement et par M le marimum de |g'(2)| dans D. 

L'on a: 


M 
< PD). 
(1) 4'- 4 S HW, D) 


Le nombre H(D', D) ne depend que des domatnes D' et D. 

Je reproduirai ici la tres courte démonstration : 

Si la proposition est inexacte, il existe une suite de fonctions 
p,(ż) (n = 1, 2, 3,...) holomorphes dans D’ et telles qu'en désignant 
par A, An, M, les nombres qui correspondent aux A’, A, M mais 
qui sont relatifs a la fonction ,(z) on aura: 

(2) lim Em 


A -> 00 A, zez A, 
Considórons la famille de fonctions 


mn Pa(2) am P(2) 


h,(2) À; mer: A, 


2, désigne ici un des points de D où R{ọp,(2)} prend la valeur A,. 
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La famille de fonctions h„(2) est normale dans D’ car R[h,(2)]<1 
dans ce domaine. On peut donc extraire de la suite {h,(2)} une 
suite partielle {h,(2)} (i= 1, 2, 3,...) qui converge uniformément 
dans un domaine qui contient D à son intérieur vers une fonction 
holomorphe k(z) ou vers la constante infinie. La deuxième éventualité 
est d’ailleurs exclue car h„(z,) = 0. [l s'ensuit que la suite de fonctions 

; Pn,(2) 
h,,(2) = 4 


ni + An, 


converge uniformóment dans D vers h'(2) ce qui est en contradiction 
avec (2). Il résulte de la démonstration que l’on peut supposer le 
domaine D” ouvert 1), c'est ce que je ferai dans la suite. 


2. Dósignons par K(D’, D) la borne inférieure des nombres 
H(D', D) de la formule (1). Il est clair que l'on peut remplacer 
dans cette formule l'aeroissement A — A du maximum de la partie 
reelle par celui du maximum de coefficient de à on, plus générale- 
ment, par l’acroissement 4, — A, de l'extension du domaine décrit 
par w= (z) dans la direction argw =6 sans modifier aucune- 
ment la valeur de K(V”, D). 

En d'autres termes l'on a: 

M a. 
Min. (A, — 45) SAR 
0<0<2x 

Désignons encore par M’ et M les maxima (évent. la borne 
supérieure) de |p(z)| dans les domaines D’ et D respectivement. Si 
|p(2)|= M en un point de D de l'affixe 2—7re*, Von voit de 
suite que 4, — À, S W — M et par suite l’on a: 


M 
W — M 
Si la borne inférieure des nombres H,(D”, D) est K,(D', D) 


lon a 


< H,(D', D). 


K, (D', D) < K(D', D). 


Nous verrons d’ailleurs ($ 5) que dans le cas où D’ et D sont 
deux cercles concentriques Ä, est plus petite que K. 


ı) A’ sera la borne supérieure de Rig(2)) dans D”. 
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3. Je me propose maintenant de calculer le nombre K(D’, D) 
dans le cas où les domaines D’ et D sont des cercles concentriques 
de rayons Æ’ et R respectivement 1). On peut supposer, sans nuire 
a la généralité, que le centre des cercles est à l'origine, que (0) — 0 
et que R=l. 

Les deux première remarques sont évidentes, quand’ à la troi- 
sième elle résulte du fait que si (2) est holomorphe dans le cercle 
|z| X X la fonction Y(u)==g(R'u) l’est dans le cercle |u| < 1, 4’ 
et A sont les bornes supérieures de R{y(u)} dans les cercles |u| < 1 
ot |u| X 
z = R'u, il en résulte de suite que 


respectivement, l'on a d’ailleurs g'(z) = p wl) si 


Kir, R) = (1, r) 


4. Nous allons calculer la valeur de K(1, r) (r < 1) en utilisant 
quelques lemmes: 


Lemme I?) Si p(z) en holomorphe dans le cercle |z| <1, si 
R(g(2)) < A' dans ce cercle et si g(0)==Q0 l'on a dans le cercle 
||lzgr<I 

2r À’ 


(3) PRIS —, 


L'égalité n'a lieu que pour les fonctions 


A! 
Be, u=e®2z (68 est un nombre réel arbitraire). 


Lemme II 3). Si p(z) est holomorphe dans le cercle |z| <1, 
si p(0) — 0 et si A' et A sont les bornes supérieures de R{ọ(2)} 
dans les cercles |2| <1 et |z| £r < 1 respectivement l'on a: 


1+r 


(4) AS, '(4' — 4) 


1) Il sera désigné par K(R’, R). 

2) Ce lemme en bien connu. Cf. par exemple Pölya-Szegö. Aufgaben 
und Lehrsatze aus des Analysis (Berlin, J. Springer, 1926), tome I, livre III, 
cxercice 236. 

3) Ce lemme est bien connu. Cf. par exemple Pélya-Szegô loc. cit. tome I, 
livre III, exercice 283. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. > 
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L'égalité n'a lieu que pour les fonctions dont il est question 
dans l'énoncé du lemme 1. 


Lemme III"). Si f(z) em holomorphe dans le cercle |z| < 1 
et si les valeurs qu’elle prend dans ce cercle sont contenues dans un 
angle (ouvert) de sommet à l'origine et d'ouverture an, l’on a dans 
le cercle |e) <r <1 


FAQ P> 
(5) ffa) | S a 


L'égalité ne peut avoir lien que dans le cas des fonctions qui 
représentent conformément le cercle |z| < 1 sur langle d’ouverture an. 


Pour établir le lemme considérons d’abord une fonction %(2), 
holomorphe dans le cercle |z| << 1 et supposons que la plus petite 
largeur d’une bande comprise entre deux droites paralleles qui 
contient les valeurs prises par (z) dans le cercle |z| <1 est 4. 

L'on a?) 


(6) lw (0)| Z — 


Soit a un nombre quelconque de module plus petit que I, 


posons u == — (4 désigne la nombre complexe conjugué de a). 


La fonction 6(u) = w(z) est holomorphe dans le cercle |u| < 1 
et y jouit des mêmes propriétés que (2) dans le cercle |z| < 1. 


D'ailleurs l’on a: pie) = (u): E et w (a) =6(0)-- Zip par 
= 


A 
suite | OR zen ou en posant |z| = r: 
| 2 A 
(7) 19'(2) | Fog iP 


L'égalité ne peut avoir lieu que si elle a lieu dans le formule 
(6) e. à d. (loc. cit. ?)) lorsque w(2) représente conformément le cercle 
|z| << 1 sur une bande de largeur A qui est comprise entre deux 
droites parallèles. 


1) Bien que ce lemme se déduit aisément des résultats connus, je ne crois 
pas qu'il soit énoncé explicitement. 
2) Pölya-Szego, loc. cit., tome I, livre III, exercice 238. 
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Si f(z) satisfait aux conditions du lemme III la fonction #(2) = 
= log f(z) est holomorphe dans le cercle |z| << 1 et les valeurs prises 
par (z) sont contenus dans une bande de largeur ax comprise 
entre deux droites paralleles, en appliquant alors la formule (7), on 
obient de suite le lemme III. 


6. p(z) désignant toujours une fonction holomorphe dans le 
cercle |z| <1 et telle que p(0) = 0, A’ et A sont les bornes supé- 
rieures de R{g(z)} dans les cercles |2| < 1 et [2] r< 1 respecti- 
vement. Considérons la fonction f(z) = g(z) — A’, sa partie réelle 
est negative dans le cercle |z| < 1, on peut done lui appliquer le 
lemme III, il vient: 


p'(z) | 


FILE [ne eh PR 


Comme d'ailleurs 


(8) Ipe) — 4°} < |p(2)| + 4', 


il s'ensuit que 
% , 
|p'(2)| Z I; [4 + |9(2)|] 


donc, d'après le lemme I, 


2 / 
POES A 


et en tenant compte du lemme II: 


PIE url CI wA 


L'égalité ne peut avoir lieu que si elle a lieu simultanément 

dans les formules (3), (4), (5), (8) c. à d. que si 
plz) =, u—e®z (6 est un nombre réel arbitraire). 

On constate sans peine que dans ce cas l'égalité a lieu effec- 
tivement. 

En tenant compte des considérations du § 3 nous obtenons 
de suite la proposition suivante: 

o: 


Théorème. Si la fonction w =g(z) est holomorphe à l’intérieur 
dun cercle |z— A| < R, si 4' et A désignent les bornes supérieures 
de la partie reelle de p(z) dans les cercles |z — a| < R' et |z—a|< 
< R< R’ respectivement et si M est le maximum de |g'(2)| dans 
le cercle |z — a| SR l'on a: 


M 2R'(R'+ R) 
AA (KR 


L'égalité n’a lieu que dans le cas des fonctions qui représentent 
conformément le cercle |2— a| < R" sur le demi-plan R(w) <A. 


Lorsque l'égalité a lieu l'acroissement (cf. $ 2) M — WŁ de 
la borne supérieure du module de |Y(z)| est infini, Fon a donc 
toujours : 

M  _2R(R +R) 
MW M (Rom: 


6. En appliquant le théorème du $ 5 aux fonctions entieres 
f(z) on obtient de suite l'inégalité '): 


A ak ZPA! 


valable quelque soit e > O des que r> r, (6, f). 

Ce résultat est à rapprocher de l'inégalité „borelienne* qui 
s'obtient en appliquant une proposition récente de M. Rolf Nevan- 
linna?): 

„Quelque petit que soit € > O l'on a: 


Ar) < 1 


| 
pl yz OT 
Altar 


sauf au plus dans les intervalles dont la somme des longueurs est finie“. 


1) A(r) c’est le maximum de la partie réelle de /(z) dans le cercle |z| =r 
2) Remarques sur les fonctions monotones. Bulletin des sciences mathema- 
tiques. ll série, tome 55 (1931). 


Les quadriques de Tzitzeica et la 
théorie des surfaces. 


Par 


Lucien Godeaux (Liege). 


On sait que les tangentes asymptotiques des deux modes d'une 
surface se correspondent dans une transformation de Laplace de 
l’espace réglé !). Les quadriques de Tzitzeica relatives à la suite de 
Laplace ainsi déterminée fournissent de nouveaux éléments de la 
théorie des surfaces, comme nous allons le voir. Malheureusement, 
il est malaisé de trouver une définition simple de ces éléments sans 
sortir de l'espace à trois dimensions contenant la surface. 

1. Soit, dans l'espace ordinaire $,, une surface (x), non réglée, 
n'appartenant pas à un complexe linéaire, rapportée à ses asympto- 
tiques u, v. Les coordonnées projectives homogènes d'un point x 
de cette surface satisfont à un système complètement intégrable 
d'équations aux dérivées partielles que l'on peut mettre sous la 


forme (Wilezynski) 
x30 + 2br! + c x= 0, 
x% +- Zaz" + qr = 0, 


l'on écrit z” RE 
où lon écrit x* pour =. 
PO dw 90 

1) Bompiani, Sull’ equazione di Laplace (Rend. Circolo matem. di Palermo, 
1912, t. XXXIV, pp. 383-407), Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des 
réseaux, (Paris, 1924). Voir également les notes sur la géométrie projective difré- 
rentielle que nous avons publiées depuis 1927 dans lea Balletins de l'Académie 
royale de Belgique, 
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A un point x non parabolique de la surface, attachons le 
tótraedre xz!” z”! xli, Les coordonnées d'un point quelconque de 
l'espace peuvent s'écrire sous la forme 


ziz -+ zaz! + 2420! + 2,2" 


et nous dirons que les 2 sont les coordonnées locales de ce point. 

Désignons par Q l’hyperquadrique d'an espace linéaire S; 
représentant les droites de S,. Soient U, V les points images des 
tangentes asymptotiques zr!‘, xx°!, Les coordonnées de ces points 
satisfont aux équations 


U10--256V=0 Vu4-2aU=0 


et les surfaces (U), (V) sont les transformées de Laplace l'une de 
l’autre. 

Designons par U,, U,,... les transformés successifs de Laplace 
du point U dans le sens des v, par V,, V,,... ceux de V dans le 
sens des u. Nous avons 


U, = U’! — Ul(log-b), U, = UT — U, (log - bh)°!, 
moyennant 
h, = — (log - b)! + 4ab,...; 
V, = V1 — F(log:.a)", V = VIE — V,(log-ak)",... 
moyennant 
k, = — (log : a)!! + 4ab,.... 
2. Tout point de l’espace S, a des coordonnées de la forme 


és Ua + 5, U, + EU + 97 + mV, + Me Vas 


les & et les 7 étant les coordonnées locales de ce point. 
Considerons la quadrique 


(1) Sn — hin 0, 5,=0, m =0. 


Elle appartient à l'espace U, UVV,, qui coupe Q suivant 
deux plans: 

1) Le plan déterminé par la droite UV et le point U, —V;, 
qui représente les droites du plan tangent à la surface (x) au point z. 

2) Le plan déterminé par la droite UV et le point U, + P;, 
qui représente la gerbe de droites de soınmet x. 
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La quadrique (1) coupe le premier de ces plans suivant une 
conique dont les points représentent, dans le plan tangent en x à la 
surface (x), les tangentes à la conique d’equation tangentielle 


(2) [2% — 61 (log - a)*9][2 Es — &ı (log - 5] — Adi = 0 


et d'équation ponctuelle 


(22, + 2, (log - a)! + z; (log - b)"]? — 422,2, = 0. 


Cette conique touche donc les tangentes asymptotiques zr", xx” 
aux points où elles sont rencontrées par la seconde directrice de 
Wilczyński. 

La conique (2) et la quadrique de Lie attache au point z et 
dont l’équation tangentielle est 


Ci ba — Čs bs — Bab Gi = 0 


ont en commun les faisceaux de plans dont les axes sont les tan- 
gentes asymptotiques, et un cône dont le sommet a pour coordonnées 


(log « a)" (log + b)” — 8ab — À, — 2 (log - b)”, — 2 (log - a)”, 4. 
Ce point appartient à la première directrice de Wilczyński 
ln p e 
(log - 5)"  (log-a) —2 


La quadrique (1) coupe le plan determine par les points U, 
V, U, + FV, suivant une conique dont les points représentent les 
génératrices du cône 


(3) [223 + 2, (log 5)" ] [223 + 2, (log a] — da = 0. 


Ce cône touche, le long des tangentes asymptotiques zz", zx”, 
les plans passant par la première directrice de Wilczyński. Il 
coupe le quadrique de Lie 


21 Za — 24 23 + 2ab ż = 0 
suivant les droites zz", zx”! et suivant une conique située dans le plan 
(4) 42, +22,(log-a)} 4+ 22,(log-b)" +2, [(log-a)'log- b)" 8ab — A]=0. 


3. Les quadriques de Tzitzeica relatives au tétraèdre U,UVV, 
sont les quadriques (1) osculant l'une la courbe u tracée sur la 
surface (U,) au point U,, l’autre la courbe v tracée sur la surface (V,) 
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au point V, ?). Ces quadriques ont pour équations 


5$n— 3h, $, m = 0, het « 
En — 3k, à m = 0, au 


Il leur correspond d'une part les deux plans ti, T, 


(z,) 42,+ 22,(loga)'’-+ 22,(logb)" + [(loga)"(logb)"+8ab— 3h, | z,==0, 
(7) 42, + 22,(loga)"-+ 22,(logb)”—+[(loga)'(logb)"+ 8ab — 3%, ]2,==0. 


et d’autre par les deux points 7,, 7; 


(7,) (loga)! (logb)* — 3h, — 8ab, — 2(logb)”, — 2(loga)', 4, 
(7;) (loga)! (logb)” — 3k, — 8ab, — 2(logb)”, — 2(loga)", 4. 


Les plans z,, z, sont les plans polaires des points 74, 7, par 
rapport à la quadrique de Lie. 

Il est évident que la condition nécessaire et suffisante pour 
que la surface (x) soit isothermo-asymptotique est que les plans 74, Ts 
coincident. 

4. La consideration des quadriques de Tzitzeica relatives aux 
tótraódres VUU,U, et UVV,V, conduit a des surfaces réglées du 
troisième ordre et à une nouvelle droite, d'équations 


ET zur Ê St pt 
(logb!h,)"  (loga?k,) —2 


1) Pour la définition de ces qurdriques, voir deux notes de M. Tzitzeica 
parues dans les Comptes rendus, 1926, t. 182. 


Liege, Universitó, 6 octobre 1931. 


Über eine integrallose Lösung einer 
Diophantischen Differentialgleichung. 


Von 


A. Tsortsis (in Athen). 


A. Haar hat in seiner Abhandlung „Zur Variationsrechnung“ !) 
zwischen anderen die Aufgabe behandelt „das Verschwinden der 
ersten Variation bei Variationsproblemen mit zwei oder mehreren un- 
abhängigen Variablen und eine unbekannte Funktion wo nur die 
ersten Ableitungen der unbekannten Funktion im Variationsproblem 
auftretten, in Differentialgleichungen umzusetzen, ohne die Ein- 
schränkung über die Existenz der höheren Ableitungen zu machen“. 
Der Verfasser hat es bewiesen mit Hilfe eines Lemmas, welches in 
der Theorie der Doppelintegralen eine ähnliche Rolle spielt, wie das 
Du Bois-Reymondsche Theorem im Falle eines einfachen In- 
tegrals. Hier wollen wir mit Hilfe desseıben Lemmas eine integral- 
lose Lösung einer, so genannten, Diophantischen Differentialgleichung 
finden. 


Es sei eine solche Differentialgleichung von der Form gegeben: 


n 


(1) dx, „= 0, 


deren eine ersiehtliche Lósung die folgende ist: 


da, Da, ða, Ja, Ja, Jana 
6, = — — Wo == —,. w 
NEN ER ro ze 


wobei a, (k =1,..., n) willkürliche Funktionen der x, z, bedeuten. 


1) Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamborgischen 
Universität 8 Band, 1 Heft, 1930, 8. 1—9. 
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Um eine andere Lösung der (1) ohne Integration zu bekom- 
men, benutzen wir das genannte Lemma in erweiterten Form d. h. 
im Falle der n unabhängigen Variablen. 

Es sei vorausgesetzt: a) dass jede Funktion J(2y,..., 2.) im 
Gebiete @ des n-dimensionalen Raumes stetige Ableitungen 1. Ord- 
nung besitzt und im Rande von G gleich Null ist; b) dass n definierte 
stetige Funktionen w,(z,,..., ©) im @ die folgenden Relationen 
erfüllen: 


(2) | pe DE w, da... dz, = 0; 


dann genügen Sie in Gemeinschaft mit n anderen Hilfsfunktionen 
U, deren Ableitungen: 


9-1 U, 
ect OEA eh 
im G vorhanden sind, den Relationen: 
ái n-1 IJ 
W , == Josie 0-4) Umi Mr hd = == e.. 
(3) er Hd Pandas orar a a a 


1.1 
Es genügt diesen Satz für das allgemeine Parallelepipedon: 
(4) ere (k=],..:,n) 


zu beweisen. Zum Zwecke betrachten wir n beliebige stetige dif- 
ferenzierbare Funktionen X,(z,) in (4) so dass X,(b,) = X,(,) = 0. 


Setzt man J'EN Xitaj im (4) und J=0 ausserhalb desselben, 
lo] 


so nimmt (2) folgende Form an: 


(5) $ PIE (cj) u dapada A 


i=l Fm] 
wobei ist: X* =X,, XK = X,. Mit Einführung der Funktion: 
CUT CARRE AE = 


Cial %4-1 zn 
Pea fun.  Yiao Lis Yiyi” Ya) dY... dY, 4 dy; 4... dY, 


- J bi—1 JJ bn 
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mit J =y,, die (5) lässt sich folgendermassen schreiben: 


fe J How RACE n) dzy... dz, = 0. 


im] 


Da nun für die X,(z,) nur die Voraussetzungen des Du Bois 
Reymondschen Lemmas gelten müssen, so bekommen wir durch 
Wiederholung dieses Lemmas und Berücksichtigung der Definition 
von Y: 


%;—1 Xi xn 
y 
PAU? + Yii; W, Yigare. Yn) : 
= bi bj_1 541 bn 


ar ZACZEP Yı-ı5 bi, Yil, Yn)] dy... dy; dyırı.-- dy, = (0. 
Setzt man oun: 


"i *A—1 %k+-1 Xn 


U, = f- x ih J UCZE Yin Th Yee": Yn) dy,.. . dYG a Ayırı-. dy, — 


by bp pes Ön 
2-1 FH Xn 
=- zj. s; Se Yı-1; by, Yıris-:r Ma) dy... 
b-i 041 En | 
dy dy... dY, 
so findet man als Folgerung die Relationen (3) und w,==u, (k=1...., x) 


ist offenbar eine integrallosse Lösung der (1). 
Nun haben wir noch folgendes zu betrachten. Wenn in (2) 


eingesetzt ist u, = wobei F den Integranden eines Variationa- 


OF 
pr’ 
problems bedeutet: 


Sf Fr 23 Pise Pn) dzy... dz, = Min, 
—— 


und æ,,, die Gesuchte Funktion der 2,,...,x, und p, = Sea 
(k = 1,..., #) ist, so ist, bekanntlich, für eine Lösung 2,1, = Q (Zrce; £n) 


dieses Problems: 


IJ IF 
r. éz de, TA dx, =: 0, 


GG 
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und nach den vorangehenden ergeben sich die Relationen: 


A NL 4 
_ K $ CE PERS CE 728 CE JTE EEE IX, Op (k + 1... n); 


41] 
„AA OF mra m 
folglich, ist w, = 76, (k = 1,..., n) eine integrallose Lösung der (1). 
R 


Durch passende Aenderung der Form der u, kann man auch 

eine integrallose Lösung einer allgemeineren Diophantischen Diffe- 
1— 

rentialgleichung finden. Setzt man z. B. u, = St (k=1,..., n), 80 

sd | 


ist w, = V, eine solche Lösung der Gleichung: 


Sur le mouvement d’un systeme ma- 
teriel peu different d’un corps solide. 
Par 
A. Bilimovitch !). 


Dans la pratique, on est souvent amenć a analyser le mou- 
vement d'un système matériel qui, durant tout son mouvement, 
diffère très peu d'un corps solide. [a théorie générale du mouve- 
ment de ces systèmes n'est pas encore établie. En tant qu'elle se 
rapporte au mouvement de la Terre, elle a été l’objet des traveaux 
des différents savants, parmi lesquels il faudrait citer ici les émi- 
nents mathématiciens anglais E. J. Routh, G. H. Darwin et 
H. Jeffrey, qui avaient étudié ce problème sous divers aspects 
particuliers. 

Depuis quelque temps, je me suis occupé de l'étude de cette 
question importante 3) et je me permels de résumer ici quelques 
resultats sur ce sujet. 


Mesure d’écartement. 


Soit, à un moment donné, un système matériel arbitraire S 
dans une position donnée et ayant une distribution des vitesses 
données. À ce système on peut toujours faire correspondre un corps 


1) Communication faite au Deuxième Congrès des Mathématiciens Polonais, 
Wilno, 1931. 
a) 1. Uber den Begriff der Erdachse. Gerlands Beiträge (Köppenheft). 1931. 
2. O KpeTarsy MaTepujalHOr CHCTEMA KOJH MAJIO OACTyHa OA 
YBPCTOT Tea. 
3. O moryhHocT& ceky.IapHHxX IOMepalba 3eM.bHHOT MoJa. liac 
Cpucxe Kpa.nescke Akaqemuje Hayka. 1932. 
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solide C ayant: 1) la même masse, 2) la même position du centre 
d'inertie, 3) le même ellipsoïde d'inertie que le système donné (de- 
signons ces trois propriétés par a) et ayant aussi la même quan- 
tité de mouvement et le mème moment des quantités de mouve- 
ment (les propriétés ß). 

Il est facile de montrer que les propriétés (8) sont les condi- 
tions du minimum de la valeur absolue de la différence entre la 
force vive 7, du système donné et la force vive 74 de tous les 
corps solides de mêmes propriétés (a). On peut appeler le coéfficient 

Min 7, — Tel 
Ts 


(qui est un coéfficient dans le sens dynamique) la mesure d'écar- 
tement du système donné d’un corps solide. Si ce coéfficient est 
nul, la distribution des vitesses dans ce système correspond à celle 
d’un corps solide. 

Pendant son mouvement, un systeme matériel arbitraire S 
change sa structure géométrique et, pour caractériser ce changement, 
on peut introduire d’autres coćfficients d'ćcartement; par exemple 
ŚĆ qui sera le coćfficient d’ecartement d'un moment principal 
d'inertie du système donné S, où A’ est la nouvelle valeur de ce 
moment. 

Enfin, pour étudier les mouvements du systeme donné S et 
du corps solide C, il faut comparer les résultats des actions des 
forces intérieures et des forces extérieures dans l’un et l’autre sy- 
stemes. Vu que pour un corps solide le travail des forces intérieu- 
res est nul, la grandeur de ce travail pour le système S caractérise 
l’écartement du systeme donné dans le sens de l’action des forces 
intérieures. De manière analogue, pour les forces extérieures on peut 
caractériser l’écartement correspondant par la difference entre le 
travail des forces extórieures pour le systöme S et le travail de la 
force resultante et du moment rósultant pour le corps solide C. 


Équations différentielles du problème. 


Comme conséquence du système des équations différentielles 
du mouvement d'un système matériel arbitraire S, on peut déduire 
les équations différentielles vectorielles suivantes: 


nS PEER: 


(IIT) m, Ù; —- 2m, [2, 0,] + m, | 2,9] -}- m, [212,0] = R, 


où M désigne la masse totale du système, 


v — la vitesse du centre d'inertie, 

+ 

R — la resultante des forces exterieures, 

(l — le moment des quantités du mouvement du système S 


par rapport au centre d'inertie, 


G*— le même moment pour le corps solide, 


L — le moment des forces extérieures par rapport au même 
point, 

m; — la masse d’un point quelconque du systeme, 

ú — la vitesse relative de ce point par rapport à l’espace 
du corps C, 

2 — la vitesse angulaire du corps C, qui correspond au sy- 
stème donné, 

0; — le vecteur du point m, par rapport au centre d'inertie, 

R, — la force rćsultante pour le point m,. 


Le point au-dessus d'une lettre dósigne la derivation vectorielle 
par rapport au temps. 
Quant aux équations précédentes — la première (I) est l’équa- 


tion du centre d'inertie du système; le seconde (II) avec G* est 
l'équation du moment des quantités du mouvement pour le corps 
fictif C et les troisièmes (III) sont les équations du mouvement re- 
latif des points du système donné par rapport à l’espace du corps C 


-+ 
avec la rotation Q. 


Suivant le choix des axes, on peut déduire de ces équations 
(I—III) les équations différentielles du mouvement sous une forme 
scalaire; ce sont les équations, d'une part, par rapport aux axes 
immobiles, d'autre part, par rapport aux axes de l’ellipsoïde d'inertie 
du corps C, puis par rapport aux axes intrinseques etc. 

Dans le cas special d'un systeme matćriel peu different d'un 
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corps solide, on peut écrire les équatious du mouvement sous la 
forme scalaire suivante: 


do | 
AT + (C — B) 0, o, = L, + Ø, (2), 

où nous avons utilisé les notations bien connues et designé par 
D, (4), D,(A), D, (2) les fonctions perturbatrices d'un paramètre 4; ces 


) , dA : 
fonctions peuvent dépendre par ex. de pv... et, en général, de- 


pendent des quantités qui définissent la variation de la structure 
géométrique du systeme variable donné. Pour 4=0 et pour les 
quantités constantes A. B. C nous obtenons les équations du mou- 
vement d’un corps solide véritable. 


Méthode des approximations successives. 


De la formation précédente des équations du mouvement d'un 
système peu différent d'un corps solide il résulte immédiatement 
la possibilité d'appliquer la méthode des approximations successives 
a la résolution du probleme du mouvement d'un tel systeme ma- 
tériel. Pour la première approximation nous avons le mouvement 
d’un corps solide véritable. Pour la deuxième il faut remplacer les 
quantités @,, &,. w, dans les équations (III) par leurs valeurs dé- 
duites de la première approximation, ceci nous permet de retruu- 
ver les nouvelles expressions pour les quantités A, B, C et pour 
les fonctions ©, (4), ©, (4), ®,(4) comme fonctions du temps. Alors, 
nous pouvons obtenir les nouvelles expressions par &,,&,, ©, des 
équations (II) etc. 


Application des formules à la Terre supposée variable. 


Une importante application de la théorie précédente est celle 
de l'étude du mouvement de la Terre; nous pouvons, en effet, con- 
sidérer la Terre comme un système variable, ou comme un corps 
solide avec un supplément variable, par ex. l'océan, l’athmosphère 
etc., qui changent leurs position par rapport au corps principal. 
Dans mon travail, cité plus haut, j'ai appliqué les formules de la 
théorie générale à l'analyse du problème de la variation du pôle 
terrestre sous l'influence des changements géologiques des continents. 


ERRATA. 
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34 6 ensemble B ensemble E 

38 7 dana A dans E 

38 7et 8 dórivćea dérivées partielles 
38 3 d'en bas A E 

40 4 a 4 continue dans E continue dans A 


39 Dans la derniére ligne de la note ®) en bas de la page au lien de „partie 
borne...“ on doit avoir „partie fermée, bornóe...* 


Sur une généralisation d’un théorème 
de Weierstrass. 


Par 


Adam Bielecki (Cracovie). 


D'après un théorème bien connu de Weierstrass!) à toute 
fonction #'(x,,x,,...,x,) qui est continue dans un ensemble Z 
non vide, borné, et fermé correspond une suite de polynomes 
P, (£i, Ca, ..., La) Pr (21 Xg;..., Ta)... qui converge dans Æ unifor- 
móment vers la fonction F. 

Une telle suite de polynomes peut ne pas exister lorsque len- 
semble Æ n’est pas fermé, bien que la fonction F soit continue 
dans E. Ceci résulte d'exemples faciles à construire. 

En essayant de généraliser ce théorème pour des ensembles & 
plus généraux on est donc obligé à remplacer les polynomes P, 
par d'autres fonctions. 

Or dans maintes applications du théorème de Weierstrass ce 
n'est pas la circonstance que les P, sont précisément des polyno- 
mes qui importe; le fait essentiel consiste en ce qu'il existe une 
suite de fonctions qui convergent uniformément vers F dans Æ et 
qui possèdent dans Æ des dérivées partielles continues jusqu’à un 
certain ordre (ou de tous les ordres). 

Dans le présent travail nous généralisons le théoreme de 
Weierstrass. Notre généralisation se rapporte à des ensembles Æ 
d'une vaste classe (ouverts, fermés et non bornés etc.) Nous rem- 
plaçons les polynomes P, par des fonctions possédant des dérivées 


1) Cf. p. e. L. Tonelli, Sulla representazione analitica delle funzioni di 
più variabili reali, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo 29, 1—36. 
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partielles continues de tous les ordres ($ 3 et $ 4, théorème 1 et 2) 2). 
Nous y avons été conduits a l’occasion de l’examen d'un problème 
qui nous a été obligeamment comuniqué par M. Wilkosz et en 
particulier en examinant une modification de ce problème qui nous 
a été proposée par M. Ważewski. 


$ 1. I) Un ensemble A contenu dans un ensemble B est ap- 
pelé fermé relativement ü E, lorsqu'il subsiste la propriété suivante: 
Si un point d'accumulation de l’ensemble A appartient à Z, il ap- 
partient forcément à A. 

II) On voit facilement que tout ensemble fermé (au sens or- 
dinaire) est fermé relativement à tout ensemble qui le contient. 

Tout ensemble est fermé relativement à lui-même. 

Si B est fermé (au sens ordinaire), si À est fermé relative- 
ment à E et si 4 + B(_E, alors À. B est fermé. 

III) Soit Z un ensemble ouvert. Il existe alors une suite d’en- 


sembles non vides, fermés et bornés, telle que E = ZE, et tout 
y=] 


point de E, et un point interieur de E, (x = 1,2,...). 

Designons, en effet, par o(X, Y) la distance des points X 
et Y. Si C est un ensemble non vide, nous désignons par g(X, ©) 
la borne inferieure des distances du point X aux points de l’en- 
semble C. 

Designons par O l'origine des coordonnées et par S, (v=l1, 2, ...) 
la classe des points pour lesquels og (X, 0)<vy. Si Æ est identique 
avec l’espace tout entier, nous posons Ff, =S,. Dans le cas con- 
traire nous désignons par G la frontière de E. Nous choisissons un 
point X, dans Æ et nous posons a = ọ (Xe, G) > 0. Nous désignons 
enfin par B, (v=1,2,...) la classe des points X pour lesquels 

a à) 

Maintenant il suffit de poser Æ, = B,» S,» E. 

$ 2. Lemme 1. Supposons que tout point d’un ensemble 
fermé, borné et non vide À soit un point intérieur d'un ensemble B 
appartenant à l’espace à m dimensions. 


2) Les résultats du present travail ont été communiqués le 9 Mai 1931 
pendant la séance de la Société Polon, de Math. (Section de Cracovie). 

3) B, est fermé parce que la fonction ọ(X, G) est continue dans l’espace 
tout entier. 
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Il existe alors une fonction (X) ‘) jouissant des propriétés 
suivantes: 

1°) elle possède partout des dérivées partielles continues de 
tous les ordres 5), 

29) J(X)— 0 dans 4, 

39) (X) = 1 pour les points étrangers à B, 

40) 0ZY(A)<1 partout. 


Dómonstration. Soient a et b deux nombres róels (— oo < 
<a <b<+-00) quelconques mais fixes dans la suite. 

Nous construirons d’abord une fonction q(u; a, b) qui doit 
être régulière °) par rapport à u dans (— co, + co) et pour laquelle: 


q (u; a, b) = 0 lorsque u a, 
q (u; a,b) = 1 lorsque u > b, 
0<qglu, a,b)<I partout. 


Considérons à cet effet la fonction définie par les formules : 
g(u) = el lorsque u-ka et u + b, 
g(a) = 9(b) = 0. 


On vérifie facilement que cette fonction est régulière dans 
(— oo, + co) et qu'on a en plus: 


g” (a) = A308) i o 
g(u) > 0 lorsque ua et uw b. 
De la dernière inégalité ou obtient 
, 
| gta > 0 , 
Designons cette derniere integrale par p et posons 
*) Nous posons pour abréger X = (7,, Ty,..., Zn). 


s) Dans la suite une fonetion g(r,, T,,..., Tm) sera appelée régulière dans 
un ensemble Æ lorsqu'elle posséde, dans E, des dérivées partielles continues de 
tous les ordres. 

8) gl”) (x) désigne la v-eme dérivée de g(x) et g(x) désigne la fonction 
g(x) elle même. 


3* 
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La fonction G(u) est aussi régulière dans (— oo, --oo) et nous 
aurons manifestement 


(1) G (a) = 0, G(b) = 1, 
(2) Ga) = ga) = Gb) =g*""b)=0 (y= 1,2,...). 
G(u) est une fonction croissante au sens stricte dans (— oo, —- co), 


parce que sa derivee est partout positive, les points isolós a et b 
exceptós. Nous avons par suite d’après (1) 


0<G(u)< 1 lorsque aXU< b. 
Posons 

q (u; a, b) = G (u) lorsque aS usb, 

q (u; a,b) = 0 lorsque u <a, 

q (u; a, b) = 1 lorsque u >b. 


La fonction q est évidemment continue dans (— oo, + co). 

On constate qu'elle est régulière dans cet intervalle lorsqu'on 
observe que ses dérivées à droite et à gauche de tous les ordres 
sont nulles aux points a et b (cf. 2). 

Le fonction q jouit bien des propriétés indiquées au commen- 
cement. 

Considérons maintenant une sphère S constituée par tous les 
points pour lesquels 


2 e—a) <r, (r>0) 
vo] * 
Nous construirons une fonction 4 (8; X) jouissant des proprié- 
tes suivantes: 
1°) elle est róguliere dans l'espace tout entier, 
2) >= 0 lorsque X appartient à la sphere © déterminée 
par l'inégalité 
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30) S$ = 1 pour les points étrangers à Ś, 
49) OSY 1 partout. 
Il suffit de poser: 


9 (S; X) = 1123 (x, Ls); F’ r). 


Nous revenons maintenant à la démonstration de notre lemme. 
D’après les hypothèses faites sur les ensembles A et B il 
existe un nombre rœ 0 tel que toute sphere de rayon r et de 
cenire situé sur A est complètement contenue dans B. 
! , r 
Entourons chaque point de A par une sphère de rayon 9" 
L'ensemble A se laisse couvrir par un nombre fini des sphères de 
cette sorte: 


, , , w 
Si; 29 Say... D 


3 
P 
A us Sa 


von] 


On aura 


Dósignons par S, la sphere de rayon r qui est concentrique 


avec S,. Nous aurons 
p 
> S,CB. 


væl 


Posona 


9 (X) = / KAC X). 


ven] 


Ce sera évidemment une fonction régulière partout 7) et rem- 
plissant la condition 4° de notre lemme. Pour les points X de 25, 
(et à plus forte raison pour les points de A) on aura Y(X) = 0. 
Pour les points étrangers à ZS, (et a fortiori pour les points étran- 
gers a B) on aura $(X)= 1. 

La fonction (X) jouit donc de toutes les propriétés indiquées 
dans notre lemme. 


1) © est régulière au point (a,,a,,...,a,) bien que VZ(æ, — a,)? ne le soit 
pas. Ceci rósalte immédiatement de la propriété 20 de la fonction (S; X). 
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S$ 3. Théorème 1. Soit E un ensemble ouvert (borné ou non), 
situé dans l’espace euclidien à m dimensions et soit A une partie 
non vide de Æ. Supposons que A soit fermé relativement A Æ. 
Soient enfin $(X) et n(X) deux fonctions continues dans A et sup- 
posons que 


n(X)>0 dans A. 


Il existe alors une fonction F'(X) possédant dans A des dé- 
rivees continues de tous les ordres pour laquelle: 


(1) |F(X,—9(X)|K7(X) dans A. 
Démonstration. Soit 
(2) pks, 8 


une suite d’ensembles non vides, bornés et fermés constitués de 
facon que 


(3) E yk, 
væl 


et que tout point de Z, soit un point intérieur de £,,, (une telle 
suite existe cf. $ 1, III). On a 


(4) u D (v=1,3,...). 


Comme A( E on aura d’après (3) et (4) a partir d'un cer- 
tain indice A. Æ, +0. En supprimant au besoin, dans la suite (2), 
un certain nombre d'éléments, on peut supposer que 


(5) A-E +0. 

Posons 
(6) As = À: E,. 

Nous aurons (cf. (4) et (5)) 
(7) A, E 0 0, = 132, :v:h 
(8) A, P A, (v = 1, 2, .. ) 
(9) À = È 4,. 


Comme E, est une partie fermée et bornée de A et comme 
d'autre part A est fermé relativement à Æ, les ensembles A, sont 
bornés, fermés et non vides (ef. $ 1, II). 
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Il existe donc, en vertu d'un théorème de Weierstrass, un 
polynome P,(X) pour lequel ®) 

(10) |9(X) — P.(X)| S n(X) dans 4, (v=1,2..... 


En vertu du lemme prócćdent il existe une suite de fonctions 
d,(X) régulières dans l’espace tout entier pour lesquelles 


(11) J,(X)=0 dans £,, 
(12) 9(X) = 1 lorsque X est étranger a E,,,, 
(13) 0RY,(X)<I partout. 


Formons la suite suivante de fonctions régulières dans l'espace 
tout entier: 
F,(X), PX)... 


où 
(14) F, (X) = F,(X), 
(15) vn (X) = F, (X) + 8,(X) (Pa (X) — F,(X)). 


Il suffit de prouver que cette suite converge dans Æ vers une 
fonction qui est régulière dans Æ et qui remplit l'inégalité (1). 
Or en raison de (11) et (15) 


(16) F,,4=zF, dans E, et dans A,, Cr) 
d'où 
(17) M, = F, dand Sa W— 1,2, ser a) 


Remarquons encore (cf. (15) et (12) que 
(18) =,= P, dans E, — E, (et dans 4,,—4,, (»—1,2,...). 


Soit X, un point quelconque de l’eusemble Æ. Pour un cer- 
tain » on aura (cf. 3) X. c E Le point X, sera done situć 


vo—1 u 


à l’intérieur de Z,. La relation (17) nous donne 


lim F,(X)= F,(X) dans Z, et en particulier pour À = X,. 


y —> O0 


X, étant un point arbitraire de Æ, la suite F,(X) converge 


8) Observons que la fonction n(X) atteint dans A, un minimum positif 
& > 0. Il suffit de choisir un polynome P, pour lequel |P,— P|<e, dans A. 

Au lieu de supposer que 7(X) est continue, il suffirait d'admettre que la 
borne inférieure de 7(X) dans toute partie bornée et non vide de À est positive. 
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dans Æ vers une fonction F(X). Nous aurons d'après l'égalité pré- 
cédente 
(19) F(X)= F,(X) dans E, (et dans A), (v=1,2,.... 


La fonction F est par conséquent régulière dans un certain 
voisinage du point X, arbitraiment choisi dans Æ parce que la 
fonction F,(X) l'est. F est, par suite, régulière dans £. 

Il reste a démontrer qu’elle remplit, dans A, l'inégalité (1). 
En raison de (19) et (9). il suffit de prouver à cette effet que 


(20) |F,—9|=<7(X) dans A, (=l 255): 


Cette inégalité a lieu pour v == 1 (cf. (8), (10) et (14)). 
Admettons que l'inégalité (20) a lieu pour un certain v. Nous 
allons prouver qu'il en résulte que l'inégalité 


(21) F, — O| < n(X) 
a lieu dans 4,,,. Comme F,,, = F, dans A, (cf. (16)) il reste à dé- 


montrer que cette inégalité est remplie dans 4,,, — 4,. 


Or (cf. (18) et (10)) 
IF, — D| — Au — Ps n(X) dans À,11 — À,, 
Pa — D| < n(X) dans 4,,, (et dans 4,,, — 4,). 


Comme 0<%,(X)< 1 dans l’espace tout entier (cf. (13)), 
nous tirons des deux inégalités précédentes la conclusion °) que 


lF, + 3,(P,2— F) — D| Z7(X) dans A, — À, 
La démonstration de notre théorème se trouve ainsi terminée. 


S$ 4. Théorème 2. Soit Æ un ensemble ouvert, situé dans 
l'espace à n dimensions et soit A une partie de E non vide et fer- 
mée relativement à E (ef. $ 1). Supposons qu'une fonction O(X) 
est continue dans Æ. Il existe une suite de fonctions possédant dans 
E des dérivées partielles continues de tous les ordres 


E 

qui converge uniformément dans À vers ©. 
°) Supposons en effet que pour des nombres 5, /, 9,7 on ait |p — g| <, 
|[f—pl<m, 0< <1. L'intervalle [f, p] est alors contenu dans l'intervalle 


[p —#, p+r] Le nombre /--4(p—/) appartient évidemment a l'intervalle 
[A p] et à plus forte raison a l'intervalle [(p—n, p+-n) c.-à-d. +9 (p—f)— pl< nq. 
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Démonstration. Soit y un nombre naturel. Posons, dans le 
théorème précédent, 7(X =; Il existe en vertu de ce théorème, 


une fonction ®,(X) régulière dans Æ pour laquelle 
(Ø, (X)— D(X) < = dans À. 


La suite ®,, ®,,... possède toutes les propriétés en question. 


Corollaire 1. Soit O(X) une fonction continue dans un en- 
semble ouvert E. (E peut être, en particulier, identique à l’espace 
à n dimensions) Il existe une suite de fonctions qui possèdent 
dans Æ des dérivées partielles continues de tous les ordres ®,, ©,,... 
et qui convergent, dans Æ, uniformément vers ©. 

Pour la démonstration il suffit de poser dans le théorème 
prócedent Æ = E et de se rappeler que Æ est fermé relativement 
à E (ef. § 1, ID. 


Corollaire 2. Supposons qu’une fonction D(X) est continue 
dans un ensemble fermé et non borné A. Il existe une suite de 
fonctions possédant des dérivées partielles continues de tous les 
ordres dans l'espace à n dimensions et convergeant dans A unifor- 
mement vers O. 

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 2. 
On le voit en désignant par Æ l’espace à n dimensions (cf. § 1, II). 


Remarque 
sur un thóoreme de M. Bielecki. 


Par 


T. Ważewski (Kraków). 


M. Bielecki dans sa note (v. ce volume p. 40) généralise 
le théorème de Weierstrass sur l'approximation des fonctions conti- 
nues par des polynomes. Dans cette généralisation la fonction à ap- 
procher est, par hypothèse, continue dans un ensemble A qui à son 
tour est fermé relativement à un ensemble ouvert Æ. 

Or abstraction faite du cas où À est identique à l’espace tout 
entier, il existe une infinité de tels ensembles E s'il en existe un. 
Mais dans beaucoup d'applications il sera indifférent auquel de ces 
ensembles Z sera appliqué ce théorème. Il importera seulement la 
question de savoir si un tel ensemble existe et peut être s'il est 
possible de le construire effectivement. 

Nous établirons plus bas une proposition permettant de »’as- 
surer si la condition ci-dessus est vérifiée. On reconnaîtra en parti- 
culier que la généralisation de M. Bielecki consiste en la substitu- 
tion aux ensembles fermés et bornés considérés dans le théorème 
de Weierstrass d'ensembles susceptibles d'être présentés sous forme 
de différences de deux ensembles fermés 1) (bornés ou non), Cela 
étant le théorème de M. Bielecki peut être énoncé comme il suit: 

Soit A un ensemble situé dans un espace à n dimensions et 
pouvant être mis sous la forme 


A=F—G 


1) Ensemble vide est considéré comme fermé. 


43 


ou F et G sont deux ensembles fermés (bornés ou non) 3), soit en 
outre une fonction continue dans A. 

Il existe alors un ensemble ouvert E contenant 43) et une 
suite f, de fonctions, dont chacune admet dans Æ des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres, convergente dans À uniformé- 
ment vers /. 

Cet énoncé a l’avantage de ne pas contenir la notion d’ensem- 
ble fermé relativement à un autre ensemble, notion dont l’usage 
n’est pas tres répandu. 

Voici maintenant la proposition que nous avions en vue: 

Les trois propriétés suivantes: 

a) il existe un ensemble Æ ouvert relativement auquel 
A est fermé; 
B) l’ensemble A’— A est fermé; 
y) il existe deux ensembles fermés F'et G tels que A= F—G; 
sont équivalentes. 

Démonstration. 1. On dit qu'un ensemble B est fermé 

relativement a C lorsque 


BCC, B'.C=BP'.B. 


2. Cela posé observons que tout ensemble A est fermé par 
rapport à 
— (4’— A). 


En effet pour l’établir il suffit de prouver que l'on a: 
AC(—(4—4)); 4'!.{—(4 — A) = 44. 


Or ces relations résultent de l'identité — (4— 4)— À + (— 4”). 
3. Supposons que la propriété 8 ait lieu. L'ensemble — (4’—A) 
est alors ouvert et la propriété a subsiste en vertu de l'alinéa pré- 
cédent €). Supposons maintenant que la propriété a ait lieu. On aura 


3) C.D (ou CD) désigne la partie commune des ensembles C et D. Par 
— C on désigne l’ensemble complémentaire de C. On définit C—D—C.(— D). 

Par A’ nous désignons la dérivée de A c.-a-d. la classe des points d’accu- 
mulation de À. 

L'hypothèse du présent thóoróme peut être remplacée par l'hypothèse que 
l'ensemble A’— A est fermé (v. la proposition qui suit). 

3) On peut poser E = À + {—(4’)} = — (4’— A). 

+) —(A’— A) forme dans le present cas le plus large ensemble ouvert 
relativement auquel A est fermó, 
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les relations: 
A'A = A'E; {— E} est fermé; — E=(—E)(— 4) 

(la derniere de ces relations résulte de ce que AC E). Par conséquent 
ÀA'—A = À'.(— 4). E + £. (— 4) (— E) = A’. (— E) 


et le dernier ensemble est évidemment fermé. Les propriétés a et 8 
sont donc bien équivalentes. 
4. Pour tout ensemble À on a 


A =(4+ 4) — (4—4) 


la propriété 8 entraîne donc la propriété y car A+ A est tou- 
jours fermé (on pose F = A + 4’, G = 4'— À). Inversement de la 
propriété y il résulte 


A=F— G; ACF, ACFE c.-à-d. A =AF 
d'où 
A—A=AF(—F+-G)=AFG 
et le dernier ensemble est fermé, Les propriétés 8 et y sont done 


aussi équivalentes. 
Notre proposition est donc complètement démontrée. 


Courbes dans des espaces généralisés. 


Trols conférences à Cracovie au mols de mal 1931. 


Par 


V. Hlavaty (Prague). 


I. 


(1) Imaginons un espace X,, rapporté aux coordonées z* 1). 
Etant donné dans X, un tenseur g,,— g„a du rang n on peut s'en 
servir pour construire les symboles de Christoffel 


gar 1 Pga 99; \ 
w 17, go” (I +4- Zen — u 
(1) Tin = hg (3 TP Gr 9j 


Ici g** sont les composantes contrevariantes du tenseur Jan 


| 1 v=u 
g** Jap = A; = pour 
| 0 vu. 
Les symboles (1) donnent naissance à la connexion rieman- 
nienne dans X,. En désignant par D, le symbole de la dérivée 


4 
covariante de cette connexion on a pour nimporte quel affineur 


Yi. Y 
RA, 


Va 
(2) 4t Aai»: p- Ixe 


Va Vyr vu—1ê Yarı do — v vr. 
za 5, PAO s, Z, Pe 


a qu’en particulier 
D, Javy — 0 
D, g = 


1) Les indices grecs parcourent les symboles 1,...,m. On effectue la som- 
mation d’apres un indice muet sans que le symbole de la sommation soit écrit. 


(3) 
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et par conséquent g,, peut être pris pour tenseur métrique. 
L'espace X,, doué d’une connexion riemannienne, sera dit „la va- 
riété riemanienne“ et désigné par YV,. 

Les conditions d'intógrabilitć du système 


D,,v =0 (v étant un vecteur arbitraire) 


u 
sont 
4) kr aa ð Ir o y VAL Is | Tv Ta 2 
( / lopa = + Irr 61 Jqo "A - au M Tax" JE ). 


Ry, est laffineur de Riemann, qui donne naissance à la notion 
de la courbure de V,. Si R” „a — 0 la variété V, se réduit à une 
variété euclidienne K,. Si De, Æ 0, nous dirons que le „paralle- 
lisme à distance finie“ (le téléparallélisme) n'existe pas. Or, dans 
une variété riemannienne qui ne se réduit pas à une variété eucli- 
dienne, le parallélisme à distance finie n'existe pas. 

(2) Imaginons donnée, dans une V,, une courbe C, aux équa- 


tions paramétriques 
(5) ZEE 
et supposons que le parametre s soit choisi de telle maniere que 


dx? dx” 
a m = 3 
(6) ds ds Jan 1 j 


Nous dirons dans ce cas que s est l'are métrique de C et de 
v 


plus que le vecteur (tangent) sa est un verseur (tangent) de C. 
Cela étant, construisons un champ versoriel A*(s) le long de C. 
1 


Ce champ donne naissance A quelques notlons mótriques que nous 

voulons étudier de près. Introduisons à cet effet la notion de l’angle, 

serré par A*(s) et A*(0). Le parallélisme a distance finie n’existant 
1 1 


pas dans notre V,, nous ne pouvons pas comparer deux directions 
a distance finie. Mais nous pouvons introduire quand même une 


3) La bibliographie est placée a la fin. Les numéros figurant entre paran- 
thèses dans les remarques renvoient à cette bibliographie: (31), pp. 83, 183, 73. 
Cfr. aussi (34). 

3) Nous supposerons — sauf l’avis contraire — que pour n'importe quel 
vecteur réel v4 la forme gą, v4 v# soit définie positive. 
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notion qui se réduit à celle de l'angle dans le cas d'une variété 
euclidienne. Construisons à cet effet un autre champ versoriel B” (s) 
qui est l'intégrale du gi 


(7) DB’ + TĘ, > Bi 0, 


Nous dirons, par TAA que le champ B” est pa- 
rallele à lui-même le long de C. On peut disposer des constantes 
arbitraires qui interviennent dans l'intégrale B” de telle manière 


que soit 
B» (0) = 4” (0). 
1 


Cela étant, Pangle a, serré par les verseurs 4*(s) et B(s) (dé- 
finis au meme point s de C) est donné par 


(9) cos a = 9,,4*(s) Be (s). 
Nous dirons que a est aussi l'angle de 4*(0) et A”(s). (Si 
1 1 


notre V, se réduit à une R,, on retombe ainsi à la définition clas- 
sique de langle, serré par 4*(0) et A”(s) car, le cas échéant, on 
1 1 


aurait aussi B*(0) = B*(s), dans un système des coordonnées, choisi 
convenablement). Nous dirons que 


da 

(s). = #0 

est la première courbure du champ 4*(s) au point s = 0. On voit 
1 


donc que la première courbure mesure en quelque sorte la déviation 
du champ A” par rapport à lui-même. En tenant compte de (9), 
1 


on trouve pour s suffisament petit 


2 
cos a(s) = 1 — sr (DA? DAE gą, mo +- 
d’oü 
da ih 
(10) | |. = k(0) = (Jay DA? DAH), 


ds 1 


Le point s = 0 étant par hypothèse un point général de C 
et de V,, nous avons aussi 


da 
(11) In de el PA Dar. 
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En choisissant convenablement l’orientation du verseur 4*, qui 
2 


est situé dans la direction du vecteur DA”, on déduit de (10) 
1 


(11) DAY = kAv. 


1 12 
Les verseurs A”, A” connus, on peut calculer DA 
1 2 2 
dA” 
dze 
2 
= — p A* =. 
D ds u žu ds 
Supposons que les vecteurs A”, A”, DA” soient linćairement 
1 2 2 


indópendants. Dans ce cas ils definissent une facette A trois dimen- 
sions (le trivecteur osculateur du champ A”) et par conséquent on 
1 


peut trouver le verseur A”, orthogonal a A”, A”, situé dans cette 
3 1 2 
facette. Il s'ensuit que DA” résulte en combinaison linéaire des 
2 
verseurs A’, A’, A” 
1 2 3 
(12) DA” = AA» 4 u À’ + kA’, 
2 1 2 2 3 
avec les coefficients À, u, k facilement à calculer. En effet on a en 
raison de (3) et (11) 


À = Jan A DA" = z Jau A* DAF = = Á 
u = ÿan 4? DA” = 0 
a 2 
(k = (je A? DAE = — NER 4 DA”), 
2 FA 2 2 3 
ainsi que (12) se simplifie à 
(13) LE = —kA+kA. 
11 2 3 


k est la deuxième courbure du champ 4”. Elle mósure la déviation 

3 1 

du champ A” par rapport au champ A”. En effet si l'on construit 
3 2 


un champ versoriel Ć*(s) parallele a lui-même le long de C, en 
partant du verseur 


C” (0) — A” (0), 


et si l'on désigne par b l’angle serré par C” (s) et A” (s) on obtient 
facilement 
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ou bien, le point s = O étant par hypothèse un point général de 
la courbe en question, 
db 
ds KB 
En poursuivant plus loin cette méthode, on parvient A un 
système des équations que l’on peut condenser dans 
DA = —k A” + k Art) (a=l,...,n; k 
a a a+l 


a—1 a—1 0 n 


| 
= 
| 
= 


Les verseurs A*,..., A”, mutuellement orthogonaux, définissent 
1 n 


le repère normal du champ A”, dont les courbures sont k,..., k. Pour 
1 1 


n—] 


a = 2,...,n—1 la courbure k mesure la déviation du champ ver- 
soriel A* par rapport au ian versoriel 4”. 

Je n'insisterai pas sur les cas paidin (k = 0) mais je re- 
marque plutôt que le champ = etant Kal suivant une loi 


arbitraire, rien ne nous empêche de supposer qu’il ne soit le champ 
versoriel tangent de C. Le cas échéant les formules (14) nous pré- 
sentent la plus naturelle généralisation des formules de Frenet 
pour une courbe dans À, *). 

Nous sommes donc parvenus grâce à la notion de la dérivée 
covariante D le long de C, à un système des formules qui cor- 
respond formellement au système de Frenet dans R, Mais on ne 
peut pas en conclure que la courbure de la variété ambiante V, ne 
joue aucun rôle dans la théorie des courbes. J'aurai encore locca- 
sion de revenir sur ce sujet important mais pour le moment je 
veux résoudre le problème suivant: „Etant donné un système des 
fonctions holomorphes Klon... Æ (8), on doit trouver le champ ver- 

Aa 


soriel A” (s) qui ait ces fonctions pour courbures“. Designons à cet 
1 
b 
effet par i les n intégrales particulières, linéairement indépendantes 


du système différentiel 


4) (33), avec une autre interprétation dea courbures. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 4 
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di 
15 = = — k i ki. 
( ) as a—1 rt a A 


normalisées par la condition 


Cela étant, choisissons dans V, un point x”, qui par hypo- 
0 


these sera le point s —0 et construisons la courbe 


(16) TRE ES À L C” (0) i (s) ds, 
0 1 c 1 
0 


qui passe par s=0. Ici C*(0) désigne le repère versoriel local, 
choisi arbitrairement, qui donne naissance au repère versoriel C*(s), 


parallele à lui-même le long de la courbe construite. Grace au pa- 
rallélisme de ce repère, le champ cherché peut s'écrire 


(17) Av = X, Cv(s)i(s) 
1 ne 1 

et de plus, son repère normal est 
Av = ©, C” (8) i(8) 5) (a=1,...,n), 
a aM a 


comme on peut sen persuader facilement, en cherchant la derivóe 
covariante du vecteur A’. La question ainsi résolue, remarquons 
a 


que les composantes du repere 


au point s de la courbe sont en móme temps les composantes du 
repère (au point s = 0) que l'on obtient en déplaçant parallelement 
à lui-même le repère A*(s) du point s au point s=0 le long de 


la courbe en question. 


+) (24). 
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Envisageons maintenant le probleme analogue dans une va- 
riótć W, de M. Weyl. 

C'est un espace à n dimensions, doué d'une connexion linéaire 
aux coefficients 


v va Aga ga 99; A 
Lau —"h9 (Ze m en ei 77 


+ 4(0,43 + 9,4% — 9** Qa Jan) °) 


où Q, est un vecteur covariant, donné d'avance, qui n'est pas un 
vecteur gradiant. La dérivée covariante de g,, dans cette con- 
nexion est 


(18) D, D he Qu Ja , 


D'autre part, en posant 


(17) 


_ = 9 lo 
(19) Jan Frs p(z) Jau» Q, 4-3 Qu LE pa 


on obtient dans la meme connexion 


D, Jais A= Q u Ian i 

D'après l'hypothèse faite sur le vecteur Q,, on ne peut pas 
trouver une telle fonction p(x) que soit D, gą, = 0. On voit done 
que dans une W, la métrique n’est définie qu'à un facteur arbi- 
traire p(x) près. Autrement dit, tous les tenseurs Ian sont équiva- 
lents par rapport à la connexion de M. We yl, quelque soit la fonc- 
tion p(z) Cela posé, imaginons dans W, une courbe C aux 
équations 

x” = z” (t) 

et un champ vectoriel V*(t) défini le long de C et tächons de trou- 
ver les invariants de ce champ qui sont indépendants du change- 
ment de la métrique (19). 

Construisons à cet effet un tenseur a,, = a,, du rang n qui 
est indépendant de ce changement 


(20) Azu u 
et dont la dérivée covariante le long de C est nulle 


(21) = D,a,=Da,= 0. 


s) (31) p. 217. 
4* 


52 


En désignant par w !(t) le déterminant des vecteurs 


dx” 
=, Dy =v, Dw =v, ..., Dæ, 
dt 1 2 3 n—1 n 
supposés linéairement indépendants et par g la racine carrée du 
déterminant de g,, on constate facilement que le tenseur 


t 
w0)\?” Adaa 
A. (0) Jau € 

jouit des propriétés (20) et (21). Mais ces propriétés sont caracte- 
ristiques pour le tenseur métrique. Il s'ensuit que l'on peut prendre 
le tenseur a,, pour tenseur métrique le long de C. Cela étant, on 
peut définir toutes les notions métriques par rapport à a,, (comme 
nous l'avons fait dans V, par rapport à g,,) et toutes ces notions 
sont par conséquent indépendantes du changement (19) de la 
métrique. On se sert avant tout de a,, pour introduire lare de C 
au moyen de l'équation 


| fQ ‚der 
ker w(0) 1/n - 3, u 
s = (56) JN onari e 


et de plus, on définit le champ versoriel A”, correspondant au 
1 


champ vectoriel V” 


[du dx 
0) 2/n % a —1/2 
v — V”? y2 Vu =) | . 
a | i (70 = 

Ceci posé, on peut employer la même méthode que nous avons 
appliquée dans V, et on parvient au systeme des équations 


dz! 


D, 4” =— k Av + k A (a= l,... n; kam k= 0). 
ds P a a—1 a—1 a a+] 0 n 

Or, le tenseur a,, nous permet d’adjoindre — même dans 
une W, — à un champ vectoriel le repère versoriel normal et de 


calculer en même temps ses courbures. Comme nous lavons déjà 
remarqué, toutea ces notions métriques sont indépendantes du choix 
spécial de la fonction p(x) ?). 


1) (23). Un autre système dana (31) p. 225. Voir aussi (25), (26) pour les 
courbures calculées par rapport à un tenseur gz, privilégié. 
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Il ne nous reste maintenant que de traiter le probleme des 
invariants du champ vectoriel V” (t) construit le long d'une courbe C 
dans une variété generale L,, c’est-a-dire dans un espace a n di- 
mensions, douć d'une connexion gónćrale. Dans ce cas les coeffi- 
cients /'7, ne sont soumis à aucune condition restrictive. En par- 
ticulier, on ne peut pas parler des notions métriques, le tenseur 
métrique n'étant pas donné. Mais on réussit quand même à trouver les 
invariants du champ F” (t), mj au fait w l'intégrale de l'équation 


dat 
oe Maar = gt" an et 
est une densite du poids — 1. Introduisons, A cótć du champ 


Ks= les ud derives 

1 

RZ NUE de Mara VA, RZE WAR V 
2 dt 3 2 n—1 


supposés linéairement —- et de plus, construisons le champ 
A°— pV*, p étant une fonction de t à déterminer. Cela étant, 
1 1 


changeons le paramètre £ d’après s = s(t) et construisons les champs 


FE dar 


v_ var Al" v AA d oz v van v 
Qu a re ds LT ds ` a zo A ah 


ainsi que les #-vecteurs Vlr...Vr! et Al", Av sont liés par 
1 n 1 


n (n—1) 


dt\ 2 
Iv ] A *nl mal pin, a ven, 
m n s (as) 1 


d’où l’on déduit en particulier 
n (a—1) 


dt\ 3 
[on val — p” [ VI.--Vp 
= Se — D (S) W e i 


W étant l'unique composante (au signe pres) du n-vecteur VI"... V®n 
1 


qui ne sanulle pas et e”""" le bien connu symbole de Ricci 
(= + 1,0). Parce que W est une densité du poids —1 on peut 
la jauger au moyen de w et en particulier, or peut poser 


n(n—1) 
2 
(24) P(g) W == w. 


Il faut distinguer maintenant deux cas possibles. Ou bien P” 
1 


est le vecteur tangent de C, ou bien il ne l’est pas. Dans le pre- 
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mier cas on peut écrire 


AL dx" der dł dt 
1 ds dt ds ds 
ou bien 
__ dt 
P = 


ainsi que (24) nous donne 


(25) s= f (na s 


Si V* n'est pas le vecteur tangent de C, on peut poser s =t 
et (24) nous donne 


w 1/n 
(26) p= (p) : 
Mais en tout cas on a 


DA"... A = 0, 
1 n 


et par conséquent, en raison de (23) 


(27) DA Ar) = A“ APP D AE — 0 
1 n 1 n—1 n 
Il s'ensuit que DA” est une combinaison linéaire des vecteurs 
A. ,. AY i 
1 n—1 
(28) DAY =k4* + kA? +... + k A*5). 
n 11 2 2 n—1 n—1 


En dósignant par A le dóterminant 
A 4 om Al 


1 1 1 
A' A? "==" 
2 3 9 


fi 4 7 


a—] u—1 a -l 


DA! DArm. WAM |” 


NE 
| 


A! A”... 247 
a+1 a+ a+1 


A 2 


8) (19). Pour d’autres „formales de Frenet“ dans La voir (6). Cfr. aussi (20). 
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on trouve 


k = (u =1,...,n — 1) 


Siki 


Les vecteurs 4*,...,A* définissent le repère affine normal, 
1 n 


tandis que les scalaires k,...,k sont les courbures affines du champ 4*. 
1 


n—1 1 
Les formules analogues à celles de Frenet se réduisent dans le cas 
actuel aux équations (23) et (28). 
Comme dans le cas d'une V, on peut démontrer même ici le 
théorème suivant „Etant donné un système des fonctions holomor- 
phes RC)... k (s), on peut construire le champ A” qui passe par un 


point donné d'avance, an y ayant le repère normal (local) prescrit 
et qui ait ces fonctions pour courbures“. Nous voulons maintenant 
traiter un problème analogue, en cherchant une courbe qui ait ces 
fonctions pour courbures. Transcrivons à cet effet l'équation (28) 
à la forme 


Fe a dT” _, dx” 
“> RE ET meti ady 


et ajoutons-y les équations 


Ey ne nl 
z 0. TV ds 
n—3 
0 1 d 2 n—2 ar? 
(30) Le w ż, (8) iż, = ds Dir I, 


Le système différentiel (29), (30) est du premier ordre par 
rapport A toutes les inconnues 


1 n 0 —2 
v y 4 
w, Ye", LATE AR 


Pour déterminer les n + n? + n° (n — 1) constantes arbitraires, 
dont dépend l'intégrale générale de ce systeme nous prescrivons 
avant tout les valeurs 


1 Gi 
per vy Y 
x 3 Yy 9 oo 9 Y 


pour s = 0 qui exige n 4 n? constantes. Les constantes qui restent 
à déterminer sont fixées par le fait que grâce à la connexion donnée 
d'avance les valeurs de 


0 1 n—2 
Eur las; La 
sont connues pour s = Q, aussitôt que l’on connaît x’, ay y” 
pour s = 0. Mais ce choix des constantes est équivalent à la con- 
dition que la courbe cherchée passe par un point donné (à savoir 
par s = 0) et qu'elle y ait le repère normal (local) prescrit d'avance 
arbitrairement °). Le problème ainsi résolu, remarquons qu’on ne peut 
pas comparer deux courbes aux mêmes courbures, le parallélisme 
a distance finie n’existant pas dans L,. Autrement dit, la question 
sur l'identification — à un mouvement près — des courbes dans 
L, ainsi posée est dépourvue du sens. 

Remarque. La même méthode est valable aussi dans une F.. 

Pour terminer cette conférence mentionnons la réponse au pro- 
blème suivant: „Quelle est la condition pour que l’on puisse trouver 
l'intégrale du système différentiel 

d V” 2 dak 
a vt ze: 

(lequel, comme nous le savons déjà, définit le champ parallele 
à lui-même le long de la courbe en question) au moyen des opé- 
rations purement algébriques“ ? 

La réponse est la suivante: Si la courbe en question est 
à courbures constantes (métriques, ou affines) +0, l'intégration du 
système du parallélisme n’exige que les opérations purement al- 
góbriques*. La démonstration de ce théorème repose sur les for- 
mules de Frenet 1). 


II. 


Nous voulons commencer cette deuxième conférence par l'étude 
de l'influence de la courbure de FV, sur les courbes. Imaginons que 
la courbe étudiée C passe par un point P de V, qui par hypothèse 
sera le point s=0 et repérons V, aux coordonnées z” qui sont 
géodésiques au point s = 0 (x = 0). On sait que les symboles de 
Christoffel ainsi que leurs dérivées, évalués dans ces coordon- 


9) (24). 
10) Pour l'intégration de ce systeme, basée sur le thóoreme d'existence 


efr. (9). 
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nées satisfont aux équations, valables au point P, à savoir 


o 1 
rž, = 0, Ixe D pu == 3 R ag), 
0 1 
Data Jarh * pu = 5 D Rós 921333 1) À). 


Ceci posć, imaginons donnć, sous la forme de la dórivóe 
de" 
ds 
reme d'existence de Cauchy on peut écrire l'intégrale du système 
P’ = Dp” au voisinage suffisamment petit du point s = 0 


D,,p° = P” le champ vectoriel P”. En tenant compte du théo- 


ı 1 
(31) p°(s) = p” (0) + s(Dp°)-o+ gy LD p + g Ar AM p? Ro leo + 


Si P” = 0, le champ p” est parallele a lui-même le long de 
C et cette équation se simplifie à 


ą ZAB = PD 2,40 4 


s? 1 


AP p Ry u 


On voit done que même dans la théorie du déplacement pa- 
rallèle le long d’une courbe, la courbure de la variété ambiante 
joue un rôle prépondérant. — Si l’on applique la même méthode 


au système différentiel 
dx 


ds 


= A” 
1 


qui définit le champ tangent de la courbe en question, on obtient 
les équations canoniques de C 14) 


(82) 2()=54"0) + [DA beti 3 (D4*] + 
st 
+ 7 (DAY + 404843 nn dł a [14 + 2k A9 Ar At DR; — 
— 34 Av AHA? Rg Br A" Aż Rz, D? As + 
12 1 


11) On a en général 

2! D(ag) = Pag + vga 

3! May) = Papy + Veya + yag + Vay F Typa pay 
12) (10), (16). 13) (17). 14) (16). 
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Pour faire voir plus clairement le róle, jouć par la courbure 
de V, dans ces équations, introduisons dans notre espace à côté 
de la connexion riemannienne la connexion euclidienne, en prenant 
Jau (0) pour son tenseur métrique dans le système actuel des coor- 
données géodésiques. En désignant par l'accent avant-posé les ex- 
pressions se rattachant à la courbe C étudiée dans cette connexion 
euclidienne, on a avant tout 


, 


g” = g” 


d'où il suit, grâce au choix de la métrique euclidienne, pour s suf- 
fisamment petit 
s = 8 (car 9,, (0) ‘xt xk = g,, (0) 2? rh). 


On en déduit les équations canoniques C dans la connexion 
euclidienne 


d'A” ar’ Av 
(33) A En a Jr a + te d’ pp + 


(d3 y 45 dt’ Ar 
1 
Pa + BR. gr 


Le rapprochement des systèmes (32) et (33) nous montre pour 


n > 2 que les notions métriques 
Gi 


ek "5 k, — 
s A 2’ ds 
sont les mêmes au point s—0 pour la courbe C étudiée dans la 
connexi.n riemannienne ou euclidienne, tandis que, toujours au 
point s =0, 


d?'k dk 

en «1 (A) à v 
d's? ds? P A k ana À 
d'k dk 

SR: | ERIK | w À w 15 
d's ds rn 0) 


Les exemples que je viens de citer démontrent suffisamment 
l'influence de la courbure de la variété ambiante V, exercée sur 
les courbes. 


18) (17), (18). 


59 


Revenons maintenant aux équations canoniques (32) de C dans 
V, pour en tirer quelques conséquences, où, contrairement aux 
exemples cités, la courbure de V, n'intervient pas. Imaginons, à côté 
de C, une autre courbe ‘C dans V, qni passe A son tour par le 
point P (s==0). Choisissons sur C ('C) le point © (‘Q) de telle ma- 


— -> 
nière que les modules des vecteurs infinitesimaux PQ et P'Q ré- 


— — 
sultent égaux: M = (PQ), = (P'Q)„. Nous dirons que les courbes C 
et 'C ont le contact d'ordre r au point P, si le module du vecteur 


infinitésimal 9°0 est infiniment petit d'ordre r + 1 par rapport 
a M. Pour exprimer analytiquement cette definition, on doit substi- 
tuer avant tout A l’arc de C dans (32) Parc de la géodésique, pas- 
sant par P et Q et d'en faire autant dans les équations canoniques 
de ‘C avec l'are de la géodésique, passant par P et 'Q. Le rappro- 
chement des systèmes canoniques ainsi transformés nous fait voir 
que la condition suffisante et nécessaire pour que les deux cour- 
bes en question aient le contact d'ordre r en P est 


([4* De} 4%). =([4* D, Ar). (U =0,...,r— 1) 


où, comme A l'ordinaire (AH D, = ("44 D,’ =1. 


Nous nous servirons de ce résultat pour étudier les courbes 
situées sur une V„ dans V, (m < n). Mais il nous faut d'abord in- 
troduire quelques notions se rattachant à la théorie de V„ dans V,. 
En désignant par g» les composantes mixtes du tenseur métrique 
de V„, nous en pouvons déduire l’affineur 


ju = gź gk Dag? = Hg *). 


Cela étant, dósignons par D, le symbole de la dérivée co- 
variante dans la connexion de V„ et par 4” n'importe quel vec- 
teur dans V,„. Les dérivées 

DA* = AFD,4* et DA” = A*D,A* 
sont liées par 
D 4* = D' A” + AŻAE Hy, 


(34) DA” = D’ A” + (p + 1) A Hy, DA" +o (p=2,8,..), 
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si l'on désigne par v le vecteur qui ne dépend que des dérivées 
p—2 


ADI AS. 4 DE 
et des affineurs 


Hz, H} aż = 94 CZ gi} D, Hy, <a ga a que Da HE , 


indépendants du vecteur A”. Ceci posé, imaginons deux curbes C 
et C sur V,, dans V, qui ont un point P (s = 0) en commun et sup- 
posons qu'elles aient dans P le même r-vecteur osculateur (c’est-à-dire 
la facette à r dimensions, définie moyennant le verseur tangent et les 
premiers r — | verseurs normaux), celui-ci n'ayant aucune incidence 
particulière avec la facette A m dimensions, tangente dans P à Vn. 
Pour que cela ait lieu 1l est nécessaire que 


r+mSn-tl. 


Grace a l’hypothèse faite sur le r-vecteur osculateur celui-ci 
ne coupe la facette tangente de V„ que dans l'unique direction qui 
par consóquent est la direction tangente comunne de C et C. On 
a donc en P 


x 
| 
“>| 


et par consćquent aussi 
AA nA Ar 
1 1 1 1 
Or, en tenant compte de (34) on trouve en P 


v v * Av * Av 

6) Da PDF ana pu 
Le vecteur a droite se trouve dans V„ ainsi que le vecteur 
à gauche doit s’y trouver à son tour. Si r > 1 ce que nous vou- 
lons supposer, le vecteur à gauche doit être situé aussi dans le r vec- 
teur osculateur commun et par conséquent il doit être dans la di- 


rection de AP = A” ce qui est impossible (voir les formules métri- 
1 1 


ques de Frenet). Or, l'équation (35) ne peut ètre satisfaite que par 


(36) 44 D, A” — AD, Av — 0 A“D', AV — Ar D' A — 0. 
1 Mi #; 1 mi 1 +] 


1 


Il s'ensuit que les deux courbes en question ont le contact 
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d'ordre 2 au moins. Les équations (36) nous autorisent à poser d’après 


(34) pour p = 2 
(44 D,)? A” UT UE) Ar =MARSE 25 a” AED) A” 


etc. En poursuivant plus loin cette méthode on parvient au résul- 
tat suivant: „Les deux courbe: en question ont le contact d'ordre 
r 16), (tandis que les courbure k et k sont liées par une relation, 


dont le cas spécial fut déduit par E. E. Levi en 1908)“ 7, — 
Ce théorème nous présente la plus naturelle généralisation du théo- 
rème classique de Meusnier sur les courbures des sections planes 
dune V, dans K,. 

Les équations (34) nous permettent aussi d'étudier les courbes 
quasiasymptotiques sur V, dans V, Je dis qu'une courbe C est qua- 
siasymptotique sur V, si son (n — 1)-vecteur osculateur contient la 
facette tangente de V, (le long de C). (Si n = 3, notre courbe qua- 
siasymptotique devient une courbe asymptotique). 

Choisissons un des points de C, par exemple le point P et 
menons par P toutes les géodésiques de V,, contenues dans le 
(n —1)-vecteur osculateur de C en P. Nous obtenons ainsi une 
variété à (n — 1)-dimensions, que nous désignerons par V„—ı Cette 
variété coupe notre V, suivant une courbe C, dite courbe d'intersec- 
tion du point P. Comme on voit, nous poursuivons l'analogie com- 
plète de la courbe asymptotique sur V, dans R, et de la courbe 
d'intersection de son plan osculateur avec V,. Or, d’après un théo- 
rème bien connu de Beltrami, les premières courbures de ces deux 
courbes sont en relation 2:3. Les notions introduites plus haut 
nous permettent de démontrer un théorème analogue pour les cour- 
bes C et C sur V, dans V,. Mais ponr examiner les courbures de 
C, il faut restreindre la généralité du probleme, en supposant que la 
variété ambiante V,„ soit à courbure constante. En effet, l'application 
de (34) (plus précisement: l’application du systeme analogue à (34), 
qui nous donne la relation entre la dérivée covariante de V, , et 
celle de V,\ au verseur tangent A” de C nous fait voir qu’à partir 

I 


de la troisième courbure et du troisième verseur normal, toutes les 
notions métriques de C, étudiée comme une courbe de V, sont dif- 
férentes des notions métriques correspondantes de la même courbe, 


1e) (4), (15). 7) (29). 
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étudiée comme une courbe de V, Exception fait le cas très im- 
portant, où V, est à courbure constante. Dans ce cas V„_, est géo- 
désique non seulement au point P, mais partout et la différence 
entre les deux familles des notions métriques ne se fait plus aper- 
cevoir, car elle n'existe plus. Ceci posé, on peut facilement démon- 
trer en P 

A? = A”, 

1 1 


et par conséquent, à cause de (34) pour p = 2 
(Ar D,» Av — (An D)? A” — 34? Hy, A D, A = 
péage qui Ms a 1 Éa N 
(Ax D,)? A” — (Ar D,,)? A” — 344 Hy, A“ D, A” 
1 1 1 1 1 1 1 
ou bien, pour n > 3 
344 A, Hy, (4° D, Ar — As D, Ar) = 0 
1 n 1 1 l 1 
et cette équation est équivalente à 
A, k (AS D! Ar — AD! A”) = O. 
n—1l n—1l 1 1 1 


Le vecteur A” n’est pas en général orthogonal à V,. Nous 
n—1 


supposons de plus que C soit une courbe à n— 1 courbure, ainsi 
que la dernière équation nous donne en P 


(37) As Di Av — As Di A — O. 
1 1 1 


et par conséquent, à cause de la première des équations (34), tou- 
jours en P 
As D, Æ — AD 4° = 0. 
1 1 1 1 
Or, les courbes C et C ont le contact d’ordre 2(au moins) en P. 
En poursuivant plus loin cette méthode on obtient le théorème sui- 


vant: „La courbe quasiasymptotique et la courbe d'intersection du 
point P ont le contact d'ordre n — 2 tandis que les courbures k et k sont 
n—2 n—2 


en relation k:k=n:n—1 18)“. On est parvenu ainsi à une géné- 


n—2 n—2 


ralisation du théorème classique de Beltrami, mentionné plus haut 


18) (2), (3), (18), (14). 
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Si n = 3, les deux courbes en question ont le contact d'ordre 1 et 


les premières courbures sont en relation k:k=3:2. On retombe 
1 1 


ainsi à la forme classique du théorème de Beltrami, mais parce qu'il 
ne s’agit ici que des premières courbures, aucune supposition restric- 
tive quant à la courbure de V, n’est nécessaire, ainsi que le théo- 
rème de Beltrami est valable même sur une V, dans V, générale. 


(Remarque: Quant à la courbure k, on a k=0 même pour 


n—1 n—1 
n > 3, grace à l’hypothèse faite sur la courbure de la variété am- 
biante V, pour n > 3). 

La question sur les premières n — 2 courbures de C ainsi 
résolue, nous voulons exprimer sa dernière courbure moyennant la 
courbure de V,, en généralisant ainsi la théorème bien connu de 
Beltrami-Enneper, suivant lequel la torsion d'une courbe asymp- 
totique sur V, dans À, égale a la racine carrée de la courbure 


gaussienne négative de V,. Parce qu'il ne s’agit plus de C nous 
pouvons supposer que V, soit générale. Je n’insisterai pas sur la 
démonstration de ce théorème généralisé que j'ai exposée ailleurs 15) 
et je me permets de vous présenter aussitôt le résultat: „En de- 
signant par K la courbure gaussienne de V,, par K* la courbure 
gaussienne d'une autre surface V, tangente en P à V,, mais géo- 
désique dans ce point et enfin par w l'angle de V, et A” on trouve 
après un calcul assez facile 

(k cos w)? = KF — K. 

n—1 

Si n = 3, notre courbe C devient asymptotique et de plus 

on a cos w = 1 ainsi que l'équation précédente se simplifie à 


kt = K* — K. 
2 


Si de plus notre V, se réduit à R,, la surface V*, mentionnée 
plus haut, devient un plan et par conséquent on a K* = 0, d’où 


ki = — K. 


On retombe ainsi au théorème de Beltrami-Enneper, 
mentionné plus haut. 
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III. 


La troisième conference sera consacrée A deux problèmes, 
à savoir: (1) à l'intégration du système qui définit le déplacement 
parallèle suivant un rayon de lumière dans l’espace-temps de la 
relativité, et (2) à l'étude de la déformation infinitésimale des cour- 
bes dans une variété métrique avec torsion. 

On sait que l’espace-temps de la relativité est un espace à 4 
dimensions, doué d'une connexion de M. Weyl. Le tenseur métrique 
gą,, qui dans cette W, n’est défini qu'à un facteur p(x) près, a l'in- 
dice d'inertie 3, ce qui nous permet d'introduire la notion des 
courbes (réelles) à la longueur nulle. J'entends par cela une courbe 
x” — ır(t), dont le vecteur tangent satisfait a 


dx? dx” 


DEREN 


Chaque vecteur (réel), qui satisfait à une telle équation, sera 
dit le vecteur fondamental. Tel est par exemple le vecteur tangent 
de la courbe qui réalise le trajet d'un rayon de lumière. Une telle 
courbe C est de plus autoparallèle, c’est-à-dire son vecteur tangent 


BEE. 24 74 
he satisfait à l'équation 


dv” dz" 

Bać ds. v m — = O 

Dv di PAUZY Fr 0 
Cela posć, le premier problème à résoudre peut être formulé 
comme suit: „Etant connu, dans l’espace-temps de la relativité, un 
rayon de lumière C au vecteur tangent (fondamental) v” = A 
doit trouver les équations finies du champ P” (t), déplacé parallelle- 
ment le lon de C*. Autrement dit, on doit trouver l'intégrale géné- 

rale du système différeutiel 


on 


d V” (t) I r Vv = 0 


(38) DV (£) = dt z "= 


Or, il nous suffit manifestement de connaître quatre intégrales 
particulières de (38), l'intégrale générale étant une combinaison li- 
néaire aux coefficients constants de ces intégrales. Pour les trouver, 
nous introduirons avant tout „la métrique“ le long de C. Le vecteur 
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v” == Dw étant nul, on ne peut pas se servir de la methode em- 
2 


ployée plus haut (dont j'ai parlé dans la premiere conférence) pour 
trouver le tenseur „métrique“ le long de C. Mais on peut néanmoins 
introduire la notion du pseudotenseur métrique le long du rayon 
de lumière. J'entends par cela l’ensemble des fonctions bzu qui se 
transforment d’apres 
2) Jre da Ei; 
AU rot d'au aj , 
A, étant le jacobien de la transformation ‘x — x, évalué au point 


t— 0. Tel est par exemple l’ensemble des fonctions 


t 
1) [I'a pi 
fa J I” dt 
e s 


(39) ban = Jap Tg. 


g etant la racine carrć du determinant de g,,. Ce pseudotenseur est 
invariant par rapport au changement (19) de lu métrique de W, 


(40) ba. A 
et de plus, si l’on adopte la loi 
db | 7 
D bau = ję — (1 PAL au + ji bia) v® 


pour la construction de la dérivée covariante de b,, le long de C on a 
(41) Db,, = 0. 


Le pseudotenseur b}, ayant à son tour le rang 4 on peut le 
prendre-a cause de (40) et (41) pour „tenseur métrique“ de W, le long 
de C. Son indice d'inertie est de meme égal à 3. En employant 
bam On dit qu'un vecteur Æ” est un verseur, si dans le systeme 
actuel des coordonnées, 


E E“ b, = + 1 
ce que nous écrivons plus simplement 
E*E, —— + 1 


en adoptant la loi de l'ólevement ou de l’abaissement des indices 
Rocznik Pol. Tow. Matem, T. X. 5 
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par rapport à b,, 19). Deux vecteurs 4” et B* seront dits orthogo- 
naux, si 
A? Beb,, = AB, = 4A, B? = 0. 
Il s'ensuit que chaque vecteur fondamental est orthogonal 
à lui-même.. 
Ceci posé, construisons un champ versoriel Æ” tel que 


(42) ELE, =e (=+1) Ev =0. 
1 1 1 


Gräce à l'autoparallélisme du vecteur fondamental v”, la dé- 
rivée covariante de (42) nous donne 


(42)' (DEE, =0 (DE, v = 0, 
1 1 1 


d'où il suit que même ie vecteur DE” est orthogonal à v*. La pre- 
1 


mière de ces équations nous apprend aussi que 
(43) DEY = kE, [k = (DE? DE, ©)", 
1 2 


si Æ” est le verseur dans la direction du vecteur DE” 
2 1 

E* E, — E 

2 2 
dont on a choisi convenablement l'orientation. En tenant compte de 
la deuxième des équations (42) et de (43). on peut écrire pour le 
cas général k + 0 

Ev, — 0, 

2 
d’ou 


(42) (DEM) v, = 0. 


Nous avons ainsi trois vecteurs Æ”, Æ”, DE”, orthogonaux au 
0, 2 


vecteur fondamental v* et par conséquent — grâce à l’indice d'iner- 
tie de b,, — ce dernier résulte en combinaison linéaire des premiers. 

Ce fait géométrique peut être exprimé analytiquement sous 
la forme : 


19) Remarquons expressément que toutes ces opérations métriques ne sont 
pas indépendantes du choix des coordonnées. Ainsi par exemple, un vecteur qui 
est un verseur dans le systeme actuel des coordonnées, ne l’est pas dans un autre 
système. Mais ce qui nous importe c'est que „le module“ du vecteur en question 
est constant dans n'importe quel système. 


67 
(44) DE = —kE + hw, 
2 1 
comme on peut s’en persuader facilement. Ici À est un scalaire fa- 
cile à déterminer 
DE! + kE)’ DE + kE« 
h = wir |, um tn > 2" 8” 
= gi = ,,: 7 


Pour n'importe quel choix des fonctions a(t), r(t), u(t), les 
verseurs 


A” = E” cos a + E” sin a+ rw, 4” = E” sin a — E” cos a + uv” 
1 1 2 2 1 a 
sont orthogonaux entre eux et a v*. Parce qu'on a d’apres (43) et (44) 
De = (+r) (—E sin a+ E* cos a+ iS +h sin ajv” 
1 dł 1 z dt 


I Ę +b) (E cos a + £ sin a) + E — h cos a) v”, 


le choix suivant des fonctions a, r, u 


a=— [kat 
r=— fh sin adt= f h(sin | kdtjdź 
u= fh cosa dt = | h(eos [kat 
nous donne 


(45) DA” = 0 DA 9. 
1 


2 
Nous nous servirons des intégrales particulières A”, A” pour 
1 2 
trouver deux autres intégrales particulières. Construisons à cet effet 
deux champs versoriels Æ”, Æ” tels que 
8 4 
(46) EE, = € EE, =—e EE, =0 BA, = 0 
8 8 4 4 8 4 J a 
(a = 112, TE 3, 4). 
Il sensuit-grace à l’autoparallélisme de A”— 


5* 


68 
a) EDE, =0, ADE =0, (fg =3,4) 


et par conséquent. non seulement les verseurs Æ”, mais aussi leurs 
J 


dérivées covariantes sont orthogonaux à A”. La première des équa- 
a 


tions (47) nous conduit — à eause de la deuxième — à 
(48) DE = KE”, DE = KE” 

3 4 4 3 
où 


K = (— DE? DE, eò" = (DE? DE, e)". 
4 3 ś ś 


En appliquant un procódć analogue A celui que nous venons 
d'exposer pour A”, A”, on trouve qu'en raison de (48), les verseurs 
1 2 


orthogonaux 
A’ = E” cos h | Kat — E sin h f Kat 
3 i > 
(49) 
A” = — E” sin h | Kdt+ E” cosh | Kat 
4 3 4 


sont à leur tour deux intégrales particulières du systeme (38). D'autre 
part, le vecteur fondamental v” peut être exprimé en combinaison 
linéaire des verseurs linéairement indépendants Ł”,..., E” 

1 4 


v = a E” + a E” + a E” + a E”. 
3 4 4 


1 1 22 3 


En tenant compte de (42) on trouve 
a =a = 0 
1 2 
et de plus, la dérivée covariante de v” nous donne d’après (48) 
da \ /da \ 
a ee 


Les verseurs Æ”, Æ” étant linéairement indépendants, on doit avoir 
3 4 


[rat . — [Kat 
Toce 
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Pour determiner les constantes c, c remarquons que — le vec- 
1 2 


teur v” étant fondamental — on doit avoir 
ce = 0. 
12 


Or, l’une ou l’autre de ces constantes doit être nulle, tandis 
que la constante qui reste à déterminer résulte du fait que toutes 
les expressions (sauf la constante en question) dans 


K — Kat rKa — (Kd 
(50) py = Es(ce "+ waj ) + E* ere gr ce ” 3 
3 1 2 4 1 2 
sont connues. En suppléant à v” les expressions (50) dans les équa- 


tions qui définissent A” et A”, on obtient 
1 2 


A” = + E” cos J kdt — Er sin J kdt + (Erce TE ce A 
` [Kat _ [Kat z k 
(51) + E’(—ce ce ) / hisin | kde dt 
4 1 y 
A’ = — E” sin f kdt—E* COS ( kdt + {E*(c Dee + ce 2%) -t 
2 1 2 Z $s el 2 


+ Ev (— Pk + c ay J h (eos f kdt) dt. 
4 1 2 


Nous avons ainsi exprimé quatre intégrales particulières (49) 
(51) en combinaison linéaire des verseurs linéairement indépendants 
E*,..., Æ”. Parce que 
1 4 


A1... A Ei... Et 
>. 1 1 1 
Ares 44) = tent 
4 4 4 4 


les verseurs A*,..., A” sont linéairement indépendants à leur tour. 
1 4 
I] s'ensuit que l'intégrale générale du systéme (38) peut être écrite 
V» = CA" + CA + CA + CA. 
1 1 2 2 3 8 4 4 


En choisissant convenablement la forme des constantes C, on 
obtient 


= eAroos(a+ | kdt) — © A sin (a + f kat) + AriCeosh(A+ 
N 2 s 
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m J Kan i etre À ce! ai Ji Ria ZEE J kdt)] dt} + 
+ 4°{— Coin h (A + f Kane ce" + 
ae jj h | sin (a + ią kdt)] dt} 


(a, À, c, C sont des constantes arbitraires) 20). 


Le premier problème résolu, nous voulons étudier la dótor- 
mation infinitésimale d’une courbe C, située dans une variété mé- 
trique avec torsion V, Les coefficients d'une tellle connexion sont 
donnés moyennant 


(62) 
ð a ð au ð À | v a a) 2 
re (52 + ee — Ze) + 87,9 Gun + Iua SË) N) 
Sž, étant un affinneur arbitraire de torsion, antisymetrique en 4, u 
Su + Sw == 0. 


Cela étant, supposons que notre courbe C soit donnée moyen- 
nant les équations paramétriques (5) et déformons-la suivant la loi 


(53) lg” = gł LEW», 


e étant une constante infinitésimale et W” le vecteur de la défor- 
mation. On obtient ainsi une autre courbe ‘C au verseur tangent 


PZ FP adW*\ ds 
A” = (47 875-|3% 
On en deduit facilement 
d's 
Rog dz” 
lim —— — A,(DW* — 2 Sa Au Wo) = L ("="): 
ec € 1 1 ds 


Cette équation nous présente la généralisation du fait bien 
connu que la déformation de l'are, suivant la binormale (dans R,) 


30) (22), Pour un cas spécial cfr. (12). 


11 


est nulle (au second ordre près) comme on peut s'en persuader fa- 
cilement, en supposant 5%, — 0 et de plus, en posant W” = 4° *),. 
3 


Supposons maintenant que C apartienne à une congruence des 
courbes au verseur tangent 4*(xr) et dóformons le champ 4° de C 
1 1 


d’après (53). On obtient ainsi le long de ‘C un champ versoriel 4° et 


1 
AY pae 4A’ 
— = DW’—94-+28;,W° Au— A L = L” 


uo 1 1 1 1 


= D) 


Or, si W” est l'intégrale de 
(53) DEM 
i 


la courbe ’C résulte comme enveloppe (au second ordre pres) du 


champ A”. En général, si l'on désigne par K” les vecteurs dérivés 
1 r 
K” = (Ar D, 4° (et A? — A" GZ Zu) 
r 1 1 o 1 


et si l’on en fait autant pour '4* et A” le long de ’C 22), on ob- 
1 
tient après un calcul assez long 

KR —K' 
(54) lim" = DI" + Le D,K = Lr 5). 
eo € — +1 

Parmis les vecteur Z”, L®,... le plus important est le vecteur 

u: 


L” que l’on peut écrire aussi 
2 


waw 


L = DI» + Le D, 4" = Di W” — At A" We Rz 
2 1 1 1 


— 9 D({S», A4 Wo) — DLA" — L K” —6K*35), 
1 1 1 1 


31) Si S», =(), n'importe quelle combinaison 


f A ZGRANY an "aa 
8 4 4 


noas donne le même résultat. 
13) ]] s'agit ici, cela va sans dire, de la dérivée covariante le long de 'C. 


») (21), (24). 


12 


Pour apprecier son influence, supposons que la congruence 
consiste en courbes autuparallelles 


A% D, 4° = K? (£) =0. 
1 1 1 


Dans ce cas on a aussi K” = K” =... = O et par conséquent 
2 3 
K” = K” = K” =...= 0 
1 2 3 
et les équations (54) deviennent 
'K” 
lim —- = L” = D? W” — AŻ Ak W” R? „a — 2 A? DSY, W* — A* DL 
eo € 2 1 1 à 1 1 
"KY 
OR EE RI 4.6) 
emo € r+1 


On en deduit aussitôt que la condition nécessaire et suffisante 
pour que la courbe ’C résulte à son tour autoparallèlle (au second 
ordre près) est que W” soit l'intégrale de 


(55) 
L” = D? WY — AŻ Au We Rz a — 2 AH (DS, We) — A DL = 0 ?). 
2 1 1 1 1 
Le cas échéant on a aussi L” = L” =... = 0, mais on peut 
3 4 
avoir L” == 0. 
1 


Nous viendrons encore sur ce sujet, mais pour le moment re- 
marquons que (55) nous donne 


DL=", =A,D*W*— 2A24, DS», Wo = 
us 1 5 "1 


= A4,(D? W” — 2 A? DS, We) 
1 1 
ainsi que la relation qui dófinit L, A savoir 
L = A, (D Wr’ — 215 AŻ Wo) 
1 1 


peut être régardée comme une intégrale particulière de (55). On a 
done identiquement Z” A, =Q et la fonction L peut être donnée 
2 1 


d'avance arbitrairement. 


24) Pour une variété métrique sans torsion cfr. (27). (28). 
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Nous avons déjà remarqué, qu'on peut avoir L» +0 malgré 
1 


que (55) soit satisfaite. C'est ce qu’on a pu aisément prévoir en te- 


nant compte de la signification géométrique du vecteur L” . L” = 0 
1 1 


est la condition suffisante et nécessaire pour que la courbe 'C (de- 
formé de C) soit enveloppe du champ A” (déformé de 4”). 
1 1 


Or il est bien possible que malgré que la courbe ’C résulte 


autoparallèlle, elle ne soit pas l'enveloppe de A”. Si au contraire 
1 
W” est l'intégrale du systeme 


(56) L” = D W°— 64" +28, We Ar — LA” =0, 
1 1 1 


la courbe 'C est l'enveloppe du champ A”. Le cas échéant on a non 
] 


seulement L” =0 mais aussi Z” = L” = ...= 0 et par conséquent 
2 3 


(56) est la condition suffisante muis non nécessaire pour que la 
courbe ’C résulte autoparallelle à son tour. On peut se persuader 
facilement que L est aussi une intégrale premiere de (56). 

Le premier qui a repris l'étude de la déformation aux temps 
modernes fut à mon avis M. Levi-Civita 25). Ce géomètre illustre 
est parvenu au systeme (55) (ou plus precisément au systeme ana- 
logue à (55) dans une V, métrique sans torsion) auquel on peut sup- 
pléer le systeme (56) du premier ordre. 
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Sur le calcul des variations. 


Par 
Nilos Sakellariou (a Athènes, Grèce) !). 


Introduction. 


Dans un travail anterieur. (a) j'ai traité un problème du cal- 
cul des variations presentant une discontinuite ordinaire et sous 
Ja forme parametrique (b). Dans l'enoncć connu: „trouver le mini- 
mum de l'intégrale“: 


(1) I = f s F(x, y; 8) ds =f. A F(x, y; cosd, sind) ds, 
ou 
ły 


cos Ò = ax = z’, sin v E EE y’; Fa, y; ax’, xy’ j= 


ds ds 
= x4 F(z, yzy), “> 0, 


nous nous sommes proposes, de plus, de chercher les courbes dis- 
continues qui admettent des points de discontinuité ordinaires ou 
bien des points de rupture et qui rendent minimum l'intégrale (1) 
dans un sens bien déterminé. Nous avons appelé ces solutions 
„discontinues“ (b) pour les distinguer des autres, connues et dé- 
signées comme solutions „anguleuses*. Nous supposons que les cour- 
bes extrémales du probleme joignent les deux points fixes P, (s = s,) 
ect Pas 


1) Communication presentóe au l)eaxieme Congrés des Mathematiciens Po- 
lonais Wilno, 1931. 


77 


Soient: 
(2) C: z = 1 (5), y =y (8) 1 <<, 


les équations de la courbe cherchée qui rend minimum l'intégrale 
(1) et qui est de l'ordre C’, située tout entière dans un domaine 
défini À du plan z0y, F(x,y; 8) étant une fonction des quatre ar- 
guments zx, y; x',y' d'ordre C” dans un domaine défini 7’ de tous 
les points (x,y; U) pour lesquels le couple z,y se trouve dans R 
tandis que (x.y) peut être un système borné quelconque (sauf U, O). 
Supposons que cette courbe (2) possedè une discontinuité avec des 
points de rupture /,(s= so), *Po(s = *s5, > 9). 

Elle se compose alors de deux arcs P, F et *P,*P, de 
courbes continues sans points multiples, qui mont aucun point 
commun, tandis que les points Po(£o, Yo) et “Pro, = To; Yo) 8e 
trouvent sur une parallèle à l'axe oy, de sorte que les équations 
de l’extremale discontinue du probleme sont de la forme 
z = z, (8) = #7, (3) 


s Le A} 
y=w (e) LS <%) = *y, (8) 


a z= g (8) 
"7 y = y (8) 


Dans I, nous avons considéré comme équations fondamentales 


(2°) 


les quatre conditions suivantes: 


(3 | ve (To, Yo; Vo) = 0, Fr. (£o, "yo; *3,) =0 
Fy (zw 105%) = 0, Fy (ro "yi *8,) = 0 
où F,, F, représentent les dérivées de Z' par rapport a z et a y, 
A, et *d les angles des tangentes aux points de rupture P, et *P, 
de l’extrémale (2), tandis que comme conditions nécessaires appa- 


raissent les suivantes: 

| PF (Xo, Yo; do) — Fr (to, "Yo; FE F, — *F = 0 
Fy (Zo Yo; do) = Fy = 0 
Fy (To, “Vos ) sz °F, — 0. 


(4) 


Le probleme présente alors en réalité, deux cas bien distincts: 
le premier, ou nous avons pris comme ćquations fondamentales les 
(3), a été deja traité dans I et II (c); le second cas est celui où 
les équations (4) remplacent les (3) et dans lequel on aura: 


aux polnts de rupture. 
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En effet. considérons l'intégrale (1) prise le long de la cour- 
be (2) et dune des courbes de comparaison, définies au travail I, 
dont les équations sont: 


*0: r= *x (s) y = *y (sS) Ss’, 


P et *P étant des points de rupture sur *C. 
Soient de plus: 


L: z = (a), y=n(a) 
*L: *z = *E (a), *y = *n (a) 


deux courbes quelconques de l’ordre C’, se trouvant en entier dans 
le domaine R, et dont L joint les points P,, P et *L les points 
*P,, *P. Supposons que la courbe de l'intégration se transforme 
continuellement de telle sorte que P, et *P, restent fixes, tandis 
que P,, *Po, toujours de même abcisse, se déplacent le long des 
courbes L et *L et nous trouvons comme necessaire, la condition 
suivante de transversalitć: 


(5) [F..(z, y; 3) — Fa (z, *y; D] E (a) 
+ Fy (x, Y; F) n'(a) F F,.(z, *y; *3) *q (a) = 0, 


& (a), *E (a), n' (a), *y' (a) étant les dérivées des Ś(a), n(a), *Ś(a), 
*n(a), tandis que nous avons (a) = *ś(a) et §' (a) ="$'(a). 

Par suite de l’hypothèse précédente au sujet des courbes L 
et *L, la relation (5) nous donne les conditions (4), dont la pre- 
mière est une équation de Erdmann-Weierstrass d’un problème aux 
solutions anguleuses du calcul des variations. 

Si nous supposons que: 


FL. (Zo, Yo; do) = 0 
F..(26, Kup "20 = 0, 


nous aurons les équations (3) sur lesquelles est basée la suite du 
probleme dans I et II. 

Mais lexistence des deux cas dans le problème en question 
ressort aussi clarement de ce qui suit: 

En effet, soit l’integrale (1) prise le long de la courbe 
P,*PPP,, qui remplit les conditions initiales du problème, et qui se 
compose de deux arcs de courbes continues tels que P, P et *P*P,, 
qui ne se rejoignent pas et dont le premier est le résultat de lal- 
longement ou du raccoureissement de lare P, P, de (27) dune 
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longueur P, P, le second provient d'un raccourcissement ou d'un 
allongement de *P, *P, de *P, *P, tandis que P, *P sont les 
points de rupture de cette courbe. Si P, *P correspondent a la 
valeur s (et *s = s) de l'arc, l'intégrale 


. 
I(s) =] F(x, y; X) ds + F(x, y; ẹ)*ds = I, (s) + 1, (*s) 

n ” 
devient minimum pour s = sọ (s=*s,) et par conséquent, nous 
aurons: 

I (sun — LS = 0, [Dun — T” (rn 22 0; 
mais on a: 
I'()=Fla, y; X) — F(x, *y; *3) 
T'(s)=F,:x +-F,:y H Eea H Eey” — 


Er HR ty — * Pkg" —*P,.ty", 
et pour 8= So (*8,) on a: 
F(xę, Yo; do) — F (zy, *Yo, *D0) = 0 
également on a: “ 
F(z, y; 9) = x’ Fe +y En Far’) = TE, LA ER, 
et par suite: 


Lo Fz (Zo, Yo; So) + Yo Fy: (To Yo; do) 
— gy Fa (29, "Yo 3 Do) — "yo Fy (20, "Yo; 0) = 0. 


En vertu de (4), nous aurons aux points de rupture: 


Lo Fo — *rę *F,=0 ou (x —*x) Fe =0 


x 


(6) Xe’ Fa — "Zo Fe + Yo p, w "Yo x + CO =. "2 ) F.„=0. 


Si F,,—0, on aura: *F, =0 et on a le cas des équations (3) 
c'est-a-dire, le premier, (d). La derniere condition des (6) est ré- 
duite alors a la suivante: 


(6) zy Ft *F, + y F,—*y *F, = 0. 
Si Ay, *F, #0, on aura zy = *z, et par suite: 


(7) z (F, — *FE) + y F, — *yo *F, + (20 — *ro") Fe = 0. 
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Je me propose de traiter ci-dessous, le deuxieme cas du pro- 
bleme, c’est-à-dire, celui où nous considérons comme fondamenta- 
les les conditions (4), dont la premiere est certainement plus faible 
que: Fy =0, *F,, —0. Ces deux dernières conditions renferment 
cette autre: F, —*Æ#,—0, car lorsque celles-là sont remplies, 
celle-ci l'est de mêine. 

Dans le courant de cette étude, nous verrons que ce cas 
(ainsi que le premier deja examiné) (e), peut être considéré ou 
mieux, comparé à un problème spécial du Calcul des Variations 
admettant des solutions anguleuses, comme d’ailleurs on le voit 
dans la représentation graphique du probleme. 


Conditions necessaires. 


Outre les conditions (4) et (7) auxquelles sont soumis les po- 
ints de rupture, on voit fuciiement que chacun des arcs Z, P,, 
*P, *?, de l’extr&male (2), doit vérifier les conditions bien connues 
du Calcul des Variations, à savoir: les équations de Lagrange- 
Euler, la condition de Legendre, celles de Jacobi et de Weierstrass 

En effet, considérons, d'une part, des variations particulières 
P, P P,*P,*P, de la courbe cherchee.P, P, *P, *P, qui conser- 
vent comme constants la partie *P, *P, et le point P, (avec P.) 
tandis que l'arc P, Pœ (compris entre P, et P,) varie, et, d'autre 
part, des variations telles que P, I, *P, *P' *P,, qui conservent la 
partie P, Po et le point *P, fixes (avec *P,), tandis que l'arc 
*P, *P, (compris entre *P, et *P,) varie. 

Nous trouvons ainsi la première des conditons ordinaires à la- 
quelle la courbe doit être assujettie, à savoir: pour que la courbe 
(2) rende minimum Pintćgrale (1), il faut que les arcs P, Po 
*P, *P, vérifient les équations de Legrange-Euler: 


OF d Fo d 
aa dą Te = 0, gy r = 0 
BF PF 


PPS OS en a LA (r EL he r - 62 I! eo æ!''), s 
(8) G(x,y;cw,y;ux * y da = 2y0x + (ry yz) Fi 0. 


, le PŁ 1 ose "idat A 
G (x, *y; a, ya y) = May Fyr 


m wi ty” u sy, žy’) A *F — 0, 
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apres avoir posé: 


| AF 1 
17 0 yt 

(9) WPA 
y= dig sn 


En suivant le même raisonnement, on trouve que les arcs en 
question satisfont aux conditions de Legendre: F, > 0, *£, > 0, 
et à celles de Jacobi et Weierstrass. 


Recherches des points de rupture. 
Soient : 


l'intégrale générale des équations différentielles de Legrange-Euler, 
a=, Beh, a =*a, B —*B, les valeurs des constantes qui 
donnent les arcs P, Py, *P, "Pu, et $s = Sọ, 8 =*a, les valeurs de s 
qui definissent les points de rupture P., *?, sur P, P, et *P, *P,. 

Pour calculer les inconnues @,, Bo; *“@os "Bo; Sis "325 Sos "So OD 
a les équations suivantes : 


T; = f(s, Qo, Bo) Yı = J (S1, Los Bo) 

Lg = (rs, "My *Bo), "Ya = 9(*Sss "2, * Bo) 

E(f (So, Les Bo). 9(30; Los Bo): Fer 9.) 

— F.(f('sy <a) 26), 9(*So; *@o: *B0)) x s) *g,) =0 
Falf (So; Lo; Bo), 9 (S0, Go, Bo); fu 9.) =0 

Fy lf (80; “os *Bo), 980, “Los *Bo)s * Ps * 9.) = 0. 


À l'aide de ce systeme d'équations, on peut déterminer, de 


même, les coordonnées To, Ya; “os “Yo, (To =*r,), des points de ru- 
pture P, et *P, apres avoir défini les constantes de l'intégrale. 


Construction d'un ensemble d’extrémales discontinues. 


Soit d'abord, l’extrémale (2°) ayant comme points de rupture 
P, (Los Yo): * Po (To, “Yo dont les tangentes a ces points font des 
angles d, et *J, avec ox; prenons ensuite un ensemble d’extré- 
males (10): 


(11) z—=p(s, a), y=Yylsa,s, SISH 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. X. 6 
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qui renferment l'arc extrómal P, Po: x=x(s), Y=Yo(3), (a SsSH,) 
pour a = 4, et qui sont assujetties aux conditions suivantes: les 
P, W; Pa W; Pi, Wa Sont des fontions de s et de a d'ordre C’ daus 
le domaine 


(12) << So, [a — a | < k 
S, et S, étant des quantités positives vérifiant les inégalités 
s* < Si Sy So << S us Si Z Sis Se CS 


et k’ une quantité positive dependant du choix de s et s,. Pour 
toute valeur de a située dans |a—a,| <k' l'arc S, Sę se trouve 
dans À et l’on a: 


F(p(s, a), Ys, a); Pa w.) > O 
ner ż ue a | dans (12). 


Si, de plus, nous designons par A(s,a) le determinant fonctionnel 
9(9, w) 
(8, a) 
A(s,a) + O puisque A(s,a) est considéré comme fonction de s dans 
l'intervalle (S,...S,), suivant la théorie générale du Calcul des 
Variations, qui trouve ici une application évidente. 

On pose maintenant la proposition suivante: Sur une extre- 
male P, P= C,, voisine de P, P, (pour a =a,) déterminer: 1° un 
point P(x,y); 2° un autre point *P (x, *y) situé sur la droite A=r 
parallèle à laxe oy; 3° une direction passant par le point *P et 
dont le sens positif forme un angle * avec l'axe des z, tel que 
l'angle à de la direction positive de la tangente C, en P et lan- 
gle inconnu *$ avec les coordonnées des points de rupture P, *P 
remplissent les conditions (4). 

Pour déterminer les s, *y, *$ nous avons les équations sui- 
vantes: 


(a ayant une valeur prise dans | a — a; | < k’), nous avons 


F, (p(s, a), w(s, a); p,(s, a), p,(s, a)) 

— *F.(p(s, a), *y; *3) = 0 

bi, (p(s, a), w(s, a); P.(S, a), Y, (8, a)) = () 
*F,„(g(s, a), *y, *à) =0. 


(13) 


Designons par ®, W, Q les premiers membres des équations 
(13); nous avons A calculer le dóterminant: 
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9(9, W, O) 


D .„ ċ W = 
VUE LAS D) 


pour s = So (*s,), a = ao *$ = *S, (aux points de rupture P, *Ps). 
Posons: z’ = p, y = q; *x = *p, *y = *q et il vient: 


90 P 20 20 
ar LET" ka P, y u) 9% 
208 TESI *p =*F, * 
ADA DW IV 
37, ZŁ, I*y U, 3*3 — 
20 OR) b / m 
aa ZSB ży = Ten pgm Pr H Ey pR p 


Par conséquent on a: 


a ÉPR Hr, = rg | 
D, piir o 0 =+M.P.*R, 
"L ya "P "Pyy *F, p *p | 


ud on a posć 

Fas = LFH gge En Fz,=M—gqgp.:F,, F, = M — pq F; 
Fy SNF ppe En Fu = r ee sal Fu =F ep; 
F= L-p+ Mg, F, = M.p-+- N.q; *F., =*L--*q*q,* "Rn. 


D’oü la conelusion suivante: 
„Si les conditions 


(14) F, == F, (zo; Yo; de) F0, *F, = Flo *y03 *%) F 0 
sont remplies (aux points de rupture), les ćquations (13) peuvent 


se résoudre d'une seule manière dans le voisinage s, (*s), *ÿo, "Do 
par rapport à s, *y, *3. et la solution: 


s = s(a), y = *y(a), *J == *S(a) 
dans le voisinage a = a, est de l'ordre C, et les relations 
s(u,)=s, *s(a)=*s, *y(a) = *Yo, *3(a,) = *% 


sont vérifiées. (f) 
Nous supposons dans la suite que les conditions (14) sont 
satisfaites et nous faisons remarquer que: 
G* 
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Fi (p(s, a), wis, a), P., W.) > 0 
F(p(s, a), *y(a); *I(a)) > 0, 
si |a — a | est choisi suffisarmment petit. 
Nous pouvons, maintenant, du point *P(*x = xz = g(s.a), 
*y = *y(a)) et dans la direction définie par *9 construire un arc *C, 
dont les équations sont de la forme 


11) *0,: z =*p(*s, a), y = *y(s, a) 


et a s = s(a) correspond le point P(s.x,y) sur C, et *P(*s, x, *y) 
sur *C, tel que l’on ait: 


*p(*s(a), a) = p(s(a), a). 


Nous obtenons ainsi une extrómale discontinue C,--*C, 
avec P et *P comme points de rupture. 

Si nous faisons varier le parametre a nous aurons un ensem- 
ble d'extrómales discontinues qui renferment la solution (2') pour 
APR 


Les courbes des points de rupture. 


Lorsque a varie, les points P et *P décrivent deux courbes 
B et *B, que nous appelons „lignes des points de rupture“ du 
problème considéré et dont les équations sont: 


| pls(a), a) = z(a) 

| w(s(a), a) = y(a) 

| *p(*s(a), a) = p(s(a), a) = *x(a) = z(a) 
| *p(*s (a), a) = *y(a). 


Pour a=a' par exemple, on obtient les points P,, *P,,, de 
l'extrémale C,.—+ *C,.. 

Calculons maintenant les tgw et tg*w des angles des courbes 
B et *B avec laxe des x aux points de rupture P, *P, et sour- 
tout aux points P,, *P,. Nous nous servons à cet effet des équa- 
tions suivantes: 


(15) B 


(+15) *2 


| F.(p(s(a) a), w(s(a), a); p.(s(a), a), %,(s(a), a)) 

— F (*p(*s(a), a), *w(*s(a),a); *p,('s(a), a), *y,(*s(a), a)) =0 
Fy (p (s(a), a), (s (a), a); Ps: Y,) == 

"Fy ps (a), a), p(*s(a), a); *9,, *p,) =0. 


(16) 
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Prenant la dérivée par rapport à chacune des équations (16) 
nous aurons: 
F s (a) + | M . p, <- J Ya + Fr . Du + 2 Ć Wia 
—*F,*s' (a) — *F,..*p, — "Fi, "p, — "Fare "Pa Fa Pa = 0 
F.S (a) + Eya. pa+ Epy P+ Fire Pia + Fir Wa = 0 
= .*s (a) _ KET *Pa = rt, Ya + Bye IM + WI Yan =0. 
De ces équations on tire les s’(a), *s’(a), des équations (15) et 
(*15) il vient: 
x (a) = TEE s' (a) = Pa 
*z' (a)==*g,.*s'(a) + *g, 


OÙ P., Pas *P., PA représentent les dérivées de g. *p par rapport 
a s et à a. 
On a, par suite, en supposant F, + 0: 


1 = 
x’ (a) + F Puf, = PUF, Pa + In, Ur -- Fr Pia + EF 2] 


zę N . A(s, a) + 1+ p? . Ads, a) 


A,(s. a) désignant la dérivée de A(s,a) par raport à s. 
De même, on a: 


y'(a) = ps (a) + w 
puls: 
M.4(s,a) — p.q.F,.4,(s, a) 


y (a) = —— —— | 


F 


y 


Par conséquent, on a: 


M . A(s, a) — pg. F, . A,(s, a) 

Si o= N.E. R Also 
et (*18) pour tg*w une formule analogue. 

Si nous cherchons les valeurs de tgw et tg*w aux points 
P, et *P, des courves B et *B, il suffit de remplacer dans les 
équations (18) et (*18) a = a, $= Sẹ et *s=*s, et par suite les 
p. 9; *p,*qi Fi," Fi; s(a,), *s(a,) par ses valeurs py, go, "Po *Qo 
Be.) Pre aux points: Pret "Po 

Comme on peut remarquer, les valeurs des tgw et tg*w dó- 
pendent des déterminants de Jacobi A, A,; *A, *4, et qui dépendent 
seulement du choix des (11) et (*11). 
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Si Q(s =2) est le foyer de l’exetremale P, P, nous aurons. 
comme on sait: 


A(S; 0) =c-8(3, z), A(s, 0) = c:0,(s, T) 
et par analogie: 
Aa) ="c"dffs, *r), Asa) "Cr Hs”). 


où c et *c sont des constantes. 


Par conséquent, la valeur de tg-w au point de rupture 2%, 
prend la forme: 


| M, B(sę, T) — Po qo * Fi. dg 0, (80, T) | 
18 tg ©, = — „i À Pr ciek c adik 
( Jo [al Wo N, 0 (8o, T) + pa" F, E b o © 6, (Sa T) (g) 


est aussi au point *?, la valeur de tg*w, est donnée par une for- 
mule analogue (*18), 


De plus, nous trouvons une autre condition qui doit être remplie 


aux points P, et *P,, qui est une conséquence de (17), en suppo- 
sant que: 


F, *F, +0 


On a en effet, aux points Po, *P: 


l : 3 ! 
F (F; Fyr Fy le.) Pa wo BR za Fy Es) Wa + 
+ (F, Fe i F, 18.4 Pa + (F, Fury R F, Fu) Ya] m 
=; (*F,*F,, —*E,* Eo) pe + CEE p —*F,*F,,) + 
p EEE, ARE) Pre + *F.*F,, — RE) Wa) 

où 
(19) *F [M?— LN]6 — (Lp? + 2Mpq + NG’) Fi 0, = 

= F,[((*M — *L*N)*6 — (*L*p® + 2*M*p*o?) *H, + *6,]. 

Remarque. Le premier membre de cette égalité est le pro- 

duit 6-*F, par la quantité: 

(M; — Lo No) — (Po Fa + 90 F,) Fi + (---)o 8.(50, 7): 6 (80, T) 
qui est une fonction décroissante de 7, si l'on suppose 


pk, HqF, > 0 au point P, (hì). 
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On voit maintenant que Lo, Me, No; Po, ge, * My, *No, *Por *qo---. 
sont indépendants du choix de l’ensemble (11) et (*11), surtout des 
Q(s = t) *Q(*s = *t) On en déduit que les tgw, tg*o des 
eourbes B et *B aux points P, et *P, sont les mómes pour toutes 
les extremales (11) et (*11) qui possèdent les mêmes foyers Q et *() 
sure Bu a PE. 

Cherchons comment varient les tgw, tg*« lorsque les foyers 
Q et *Q parcourent les arcs Cu *C,,. 

Prenons la dérivée des tgo (tg*w) par rapport à z (et à *r) 
et il vient: 


1 + F,(6,8, — 66,,) 
AS wk TI 


= tg w = — 


ınals on a, comme on sait 


(86,, — 0,0 m, = [$ (50) I2(89) — Su (50) S1(80)] * 
- [34 (7) Sr) — %(2) - Xi (z)] 


ou I, (s), d,(s) représentent deux intégrales linéaires et indépen- 
dantes l’une de l’autre de l'équation différentielle de Jacobi: 


; d inj dig a 
pry ie. z. (P, A 0 


tandis que F, est donnć par les ćquations suivantes: 


Mk, = PN 


| d L 
l, =F„— 4: F, 1 Je 
| d M 
M, = Fa +H p.q.* Hi — 94 
+ 7 5) 3 d N A 
N= Fn — p, °F; — gga (1) 


De la théorie des équations différentielles linéaires, on a 


sr 


r 
Ay (8) 42(5) — Das) Xi (s) = F (s) 


k” étant une constante differente de O. 
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Par suite; 
A, (80) I2(80) — Ds (30) I (80) F, (80) 
et 
d k®.F,-p 
t bas W 
dt ER F (1) - (.. jk 


Cette dernière égalité prouve que la dérivée de tgw par 
rapport à z conserve le même signe, lorsque 7 varie, puisque F; (z) > 0 
et que F'(s,) indépendant de z, est différent de O. 

On a un résultat analogue pour la dérivée de tg*w par rap- 
port a *z. 

Si Po (s = s) est le point conjugué de P, sur C,, le deter- 
minant 6(sy, z) sannulera pour t = sọ et s = sọ et alors, on aura: 


tg w, = — £ = tg 3, 
Po 
d’où la proposition suivante: 

Si le point Q(s = t) parcourt Pure de Fextremale Ca du point 
P, conjugué de P, sur C, jusqu’au point P,, la tangente de la 
courbe de rupture B, au point P,, tourne continuellement et dans 
le même sens depuis sa place initiale qui coincide evec la tangente 
de C,, au point P, d’un angle zx jusqu’à sa place finale qui coin- 
cide avec sa position initiale. 

Pendant qu'elle tourne, cette tangente devient une seule fois 
parallele a la tangente au point *P, de *C, (œ = * $o). 

Si lon suppose que, dans cette position on ait s = t =e, et 
que E, représente le point Q(e,) sur C, correspondant à cette va- 
leur, le point *E, sera situé sur *C, et correspondra a *Q(*r = *e,) 
et ou la tangente à la courbe des points de rupture *B en *P, est 
parallele (*w = S,) a la tangente de C, en P,. 

Nous pouvons trouver la valeur des eg, *eg en nous servant 
des équations (18) et (*18) et en posant tg o = tg*S,, tg *w = tg Ay. 

Nous aurons alors: © 


(20) 6(e.) (No sin *3, + M, cos dy) + Po 6, (65) sin (*Sę — W) = 0 


et par analogie une ćquation (*20). 

En considérant le mouvement du point *Q{*#) sur l'are *P, *P, 
du point *?, jusqu’au point *P6 et en le comparant avec celui de 
Q(t) on a le résultat suivant: 
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Si Q(t) décrit lare P Æo, son foyer conjugué *Q décrit l'arc 
*E, *P5; si © décrit l'arc Eo Po, son point conjugué *Q decrit l'are 
*P,*E,. Ainsi, on a un saut pour le mobile *Q du point *P, au 
point */, qui correspond à la position K, du Q sur Pare P, Po; 
et aussi un autre saut pour le mobile Q du point P, au point Po 
qui correspond à la position *Æ, de *Q sur lare *?,*P,. En dési- 
gnant par € un nombre positif, assez petit. on voit facilement que 
le point £,(1 = e — £) correspond au point *H,, situé en avant 
du point *?, sur l'arc *P, *P, et le point E, <t = e + £) correspond 
au point *H, situé en arriere du point *P,. Au point *4, (*v=*e, — £) 
correspond le point H,, situé avant le point P), et au point 
Es (*T = *e + e) le poiut H,, situé après le point P;. 

D’après ce qui précède, on conclut que, à chaque droite 4 
ou *d, qui passe par le point / de la courbe B ou par *P, de *B, 
et qui nest pas tangente à l'extrémale (2) au point 7, ou *2%, 
correspond un point Q ou *Q situé entre les points Po et P, de 
lare P, P, ou resp. entre les poiuts */ et *P, de lare *P,*?, 
de manière que la courbe B ou *B pour toutes les extrémales (11) 
et (*11) qui possèdent le foyer Q ou *Q soit tangente à cette droite 
au point P, ou *2%. 

Si l’on se donne l'angle w que fait laxo des x avec la di- 
rection positive de la droite d, on peut déterminer le point Q à l’aide 
de l’equation 


0, - F,» p sin (w —- 3) + (N + M cos w) 6 = 0 


et pur analogie le point *Q. 

Remarque. On distingue huit cas, suivant le sens du mou- 
vement des tangentes. des courbes Bet *B en F, et *P,, c’est-à-dire, 
quand Q se déplace d'une manière continue sur C, de PF, a Æo et 
àa Po et de *P, 6, et à *2,: 

On a, en effet: 


A "Y s s 
Po == * Do 4 0 et (s) 2 O, ha SZ) £ 0. 
Ces mouvements se font de la maniere suivante: 


19 Si p>0, F,>0, *F, > 0. la tangente a B tourne dans 
le sens négatif en dehors de langle (C,,*C,); il en est de même 


de celle a *B mais dans langle (Ca, *C,). 
2) Si p>0, F <0, *F,>0, les tangentes de B et *B 


00 


tournent dans le sens positif, la première dans l'angle des courbes 
Cas *Cus la seconde. en dehors de cet angle. 


3) Sip>0, F,>0,.*7, < 0, la tangente à B se meut dans 
le sens négatif, tandis que celle à *B, dans le sens positif. Les deux 
se trouvent en dehors de l'angle (Ca, *C,)- 


4) Sip>0, F,<0, *F,< 0, la tangente à B se meut dans 
le sens positif, celle à *B, dans le sens négatif, les deux se trou- 
vent dans langle (C,,*C,). 


On examinerait de la meme maniere les cas p < 0 avec la 
remarque que, si p<0, #, > 0, *F, <0, le sens du mouvement 
de la tangente à B est positif, l’autre, négatif et les deux tangentea 
tournent dans langle (Ca, *C,). 


Les conditions de Jacobi et de Carathéodory. 


Supposons que les conditions: #,-F0, *F +0 sont satisfaites aux 
points de rupture P, *P,. Il est facile de montrer que, pour que 
la courbe (2) ©, + *Ca rendent minimum l'intégale (1), il faut avoir 
non seulement 


PUS Live Ps SSR 


(Pé, *P,, étant les points conjuguées de P, et *?, de chacun des 
arc Pi P, et *7,*P,) mais, de plus, les conditions: 


A 20 > * 
k SP, Pi S Es, 


où Æ et *Æ, sont les points mentionnés plus haut des arcs 7% Po 
P, *P;. (Ces points ont éte introduits dans le Calcul des variations 
et pour les solutions anguleuses par Monsieur Carathéodory). 

A cet effet. considérons une des lignes discontinues de com- 
paraison du problème en question C, + *C, = P, P**P9*P, avec 
des points de rupture P°(s°), *P°(*$°), et soit un point *P(*s) sur 
cette courbe (sur la partie *P0*/, p. ex.) on a: 


Th p(8, a) = | ste a) ds + [ss a) ds = Ip (5, A) + Jap +p (8, a). 


ou ds, a) est le résultat après avoir remplacé dans F, les z. y, 
*r, *y par leurs valeurs tirées des équations (11) et (*11), s étant 
considéré comme fonction de a. 
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Nous tronvons facilement 


Salaa 
l 


os 


= F(s, a) 


© Ir pa zc ' ‚ P93 
Ją 5 Sz! Pa T Fy Wa t Fls, a) 8a 


et par suite de l’homogénéité de £: 


gą = Sz (Pa F Pa 8a) + Sy (Wa F ER 
= Fy z (a) + I, y (a), 


puisqu’au point P° nous avons: 


Pa F P. Sa = z (a) 
W. + W. Sa = y (a) 


tandis que z(a), y(a) sont les coordonnées du point P° de la courbe 
des points de rupture B, ou bien: 


O Ip pr 
© — Fp e x(a) 
ga 

par suite des (4). 
Par analogie, on trouve: 


gt ans *F, *p, za *F,, tp, — F (*s®, a) (*p, + *p, *s") Le 
ee Fy (*s2, a) (y, + *YV, *8,) 
= 8,9. +", — Fy (8, a) *2' (a) — El, a) *y (a) 
= *F *p, +- WY FW. wi F (a a) *r (a). 
Par conséquent. 
a ta 
er EHER) — Fa (S, a] (a) 
où par suite des (4), on a: 


NA (8, a) DRE F W a) = 0. 


Nous pouvons done appliquer dans le cas présent la propo- 
sition connue de Kneser au sujet de l'enveloppe. 


Soit Qo(s = T,', le foyer sur Ca, et Q son point correspondant 
sur l’extrömale P, Q P° de l’ensemble des courbes que nous pouvons 
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mener quand ou nous donne la courbe des points de rupture 3 
Les points Q, et Q sont situés sur l'enveloppe de l’ensemble pre- 
cédent et nous avons: 


Tao zir lyro + I „po tA — Tar -| Lina. 


On déduit que lextrémale discontinue 4Q,7/,*/,*P, ne rend 
pas minimum l'intégrale (1) si le point Q, suit P, sur Parc P, P,. 
Il faut dans le cas du minimum, q'on ait QS P,. 

De même, si *Q est le point de contact de l'enveloppe de 
l’ensemble des courbes menées lorsqu'on donne *B, avec *P**P, 
et *Q, (*s=*r,) le point correspondant de *Q sur *P*P, = *C uw 
on aura: 


[pro + Long -- logea == a + 12 %* 


On en conclut que Pon n'obtient pas le minimum de l’inte- 
grale (1) pour la courbe discontinue P, P, *P,*P, = Cu + *C,, si *Qo 
précède *P,. Il faut done que l'on ait dans le cas du minimum: 


2 S* tb. 


On peut maintenant très facilement (j) montrer que dans le 
cas du minimum, il faut que les conditions de Caratheodory soit 
remplies: c'est-à-dire il faut que lon ait: 


bos P’ XP KB. 


Enfin, il est aisé de montrer que nous pouvons construire le 
champ du problème avec des extrémales discontinues. Ce champ 
sera composé de deux autres, distincts l’un de l’autre et correspon- 
dant respectivement aux courbes B et *B des points de rupture. 


Renvois. 


(a) Über die nicht-stetigen Lösungen in der Variationsrechnung, 1927, 
Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. LV, pp. 38—48. 

Au cours de la présente étude, ce travail sera cité sous le signe I. 

(b) C'est Mr. A. Razmadzó qui, le premier, A posé et traité le problème 
des solutions discontinues dans le Calcul des Variations, mais soua la forme de le 
variable indópendante x. Voir Math. Annalen Bd. 94, Heft 1/2, et Proceedings of 
the International Math. Congres 1924, Rd. i, pp. 561 —588. 

(c) N. Sakellariou, Sur les foyers des solutions discontinues du Calcul 
des Variations, Bull. de la Soc. Math. de Grèce t. IX, 1, 2, 1928, pp. 31—839. 

Ce travnil est désigné dans la suite sous le signe II. 
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(d) Voir, L, M. Graves, Discontinuous solutions in the Calcalus of Va- 
riations, Bull. of the Amer. Math, Society, Vol. XXXVI, pp. 842—843. 

(e) L. M. Graves loc. cit, p. 842. 

(f) On peut avec les suppositions précédentes au sujet de la courbe (2') 
trouver sur l'arc °Ca défini par les équations 


Kr me *p(*s, u), *y Er. *y (8, a) * ZZ te 


un point *P(*a, *y) ou *P(*s), un autre Pi*x, y) situé sar la droite y = *x et 
un angle © formé par l’axe des x et le sens positif de la direction passant par P, 
tele que les conditions (4) soient remplies; il est aisé ensuite de construire l'en- 
semble: 
x= p (8,a), y= Ņ (8, a) 
et l'on aura: 
*g — *s(a\, yzy(a, ®© = #(a) 


(g) Dans le cas où l'on suppose Fz = 0, *F',, — 0, la valeur analogue 
de tangente ©, désignée dans II p. 36 par tangente y, a la forme: 


tg p, = Po go Fı ko 0, (So 7) — Mol, 2) + VA 
| No 0(50; T) T po ki (-- -Jo B.(So, T) 


et par analogie, si l'on a: 


MZ 


De ces formules, on trouve facilement tg p, comme il est dit a la page 
35 de II. 

(h) Voir II, p. 36. 

(i) Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung p. 226. 

(j) Bolza, loc. cit. pp. 380—381. 


Sur l'intégrale fondamentale de l'équation 
linéaire aux dérivées partielles du premier 


ordre. 
Par 
W. Wilkosz (Cracovie). 


Nous allons démontrer dans le présent travail quelques théo- 
remes de caractère intégral concernant l'existence de l'intégrale pre- 


mière de l'équation z” = f(xy) ainsi que celle de l'intégrale fon- 

damentale de l’équation aux dérivées partielles associée à la prócć- 

dente: $? +/>=0. En móme temps la question de l’existence du 
x Iy 


facteur intégrant de l’équation: 
f(xy)dxr — dy = 0 


se trouve immédiatement résolue. 

Les équations ci-dessus sont considérées dans un ensemble 
ouvert et borné, d’ailleurs quelconque, qui n’est pas supposé simple- 
ment connexe ni même Connexe, ce qui constitue la différence essen- 
tielle entre les résultats importants de M. Kamke, faisant l’objet 
de son memoire inséré dans les Mathem. Annalen !) et les nôtres. 
Nous allons garder dans l'énoncé des théorèmes la plus grande ana- 
logie possible avec les résultats de M. Kamke, la méthode de 
notre travail étant cependant entièrement différente. 


$ 1. 


Voici le premier théorème, que nous nous proposons de dé- 
montrer. 


——— nn 2 


1) Kamke, Zur Theorie der Ditterentialgleichongen. Mathem, Annalen Bd. 


99, p. 602. 
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Théorème I. Supposons que w et © soient deux ensembles 
ouverts plans et bornés et que tout point d’accumulation de l'ensem- 
ble w appartienne a Q. 

Supposons encore les fonctions f(xy) et f (xy) continues dans 
l'ensemble 2. 

Nous affirmons dans ce cas, qu'il existe une fonction (xy) 
jouissant des propriétés suivantes: 

a) Elle est definie dans l’ensemble w. 

b) Elle est constante le long de toute intégrale de l'équation: 


dy , 
(1) D = f (ay). 


c) Elle possède dans w des dérivées partielles du premier 
ordre continues et satisfaisant dans cet ensemble aux relations sui- 


vantes: 
(2) w(cy) > 0 

© PL NA E 
(3) Ja TIENT; = 0. 


d) L'ensemble 7 des valeurs de la fonction w(xry) constitue 
un ensemble ouvert; il est même un intervalle (ouvert) lorsque nous 
supposons l’ensemble w connexe. 

e) Pour un t fixe, appartenant à l’ensemble T, l'équation: 


(4) p(cy) =t 


représente une famille au plus dénombrable d'intégrales de léqua- 
tion (1), dont chacune est definie dans un intervalle ouvert. Les 
intégrales de la famille sont juxtaposées, c'est-à-dire les inter- 
valles correspondants sont disjoints. 

f) Lorsque £ prend successivement toutes les valeurs de l'en- 
semble 7, l'équation (4) fournit toutes les intégrales de l'équation 
(1), situées dans l'ensemble w. 

Voici l’idée directrice de la démoustration: 

Nous enfermons d’abord l’ensemble w dans une bande limitée 
par deux droites parallèles à l'axe des y. 

Nous remplaçons ensuite le deuxième membre de l'équation 
(1) par une fonction F'(xy), définie dans cette bande et cuincidant 
dans l’ensemble w avec la fonction f(xy). Or la construction d'une 
fonction F(cy) possédant dans la bande des propriétés analogues 
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a celles de la fonction f(xy) dans © donne lieu à quelques diff- 
cultés. Nous la construirons dans le $ 3 de façon, qu'elle remplisse 
dans la bande les conditions, dans lesquelles s'applique la théorie 
des équations différentielles généralisées de M. Carathéodor y !). 


$2 
Quelques considórations auxiliaires nous seront indispensables 
dans la suite. 
Soient l, m, Z, M, A, u, six nombres quelconques (l < m). 
Il existe un polynome unique du troisième degré 


(5) Pix; lim, L, M, A, u) 


qui prend aux points /, m, respectivement les valeurs L, M, et dont 
la derivee (par rapport a x) y prends les valeurs / et u. 
Voici ce polynome ainsi que sa dérivée: 


| x — l Ne: 
P=L+ (x — l) + (m — l) a”) + p= À 
a 
P=i+2am=|+ 86m = 
WELT ST 
Bi u V. SR — z om ` 
avec ET un 24— m B=ur4 ae 


On vérifie facilement l’inégalité: 
| M — L 
PI 812] + 6e] +122 >, 
lorsque IZ rS m. 
Par conséquent lorsque 


POISN, Pm <N 
| Pim) —. m) — P() | 


wma 


EN. ISKIS m 


on aura 


Observons encore que l’expression (5) est une fonction conti- 
nue du point (x, l,m, Z, M, A, u) lorsqu'on se borne au cas l Æ m. 


1) C. Carathéodory, Vorlesungen über reelle Funktionen (cité dans la 
suite V. R. F.) 1-e édition 1918 ou 2-ə 1927, p. 665 8a. 
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$ 3. 
Lemme. Nous affirmons que dans l’hypothese du theoreme I 
il existe deux nombres a et b (— œo <a < b< + oo) et une fonc- 
tion F(xy) jouissant des propriétés suivantes: 
I. L'ensemble w est contenu dans la bande: 


a<x<b, y arbitraire, (bande 5) 


II. F(zy) = f(xy) dans w. 

III. La dérivée F(xy) existe en tout point de la bande 2. 

IV. Pour un x constant (a < x < b) les fonctions F(xy) et 
F (xy) sont continues par rapport à y dans l'intervalle (— co, + co} 

V. Les fonctions F'(xy) et F', (xy) sont bornées dans la bande B 
c.-à-d. on a 


Fay) SN F,ay) SN 


N etant une constante finie. 

Pour un y fixe ( oo < y < ++ oo) les fonctions F et F', sont 
mesurables par rapport a x dans l’intervalle (a, b) et admettent dans 
(ab) une majorante sommable (notamment la constante N). 

VI. La fonction F satisfait dans R à la condition de Lip- 
schitz avec la constante que nous pouvons supposer être égale a N. 

Démonstration. Ajoutons à l'ensemble w tous ses points d’ac- 
cumulation. Nous obtenons ainsi un ensemble borné et fermé o, 
contenu dans l’ensemble ouvert Q. Il existe un nombre 6 >> 0, tel 


que les carrés !) empiótant sur œ, ayant leurs cotés parallèles aux 
axes et ne surpassant pas en longueurs le nombre ód, sont entière- 
ment englobés par l’ensemble Q. Par conséquent il existe un en- 
semble G, contenu dans Q, contenant w et composé d'un nombre 
fini de carrés de tel genre. Faisons le choix de la bande B de telle 
façon, qu’elle contienne l’ensemble G. Celui-ci étant contenu aussi 
dans une bande: 
x arbitraire, cLy<d, 


désignons par H l'ensemble des points (xy) tels que: 


ax << b, yS c— l1 
où 


a<x<h, yzd+l 


1) Nous entendons toujours par carré son intérieur avec aa frontiere. 
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et posons: 
F(zy) = 0 dans H 


F(xy) = f (xy) dans G. 


La condition II du notre lemme se trouve ainsi satisfaite. 

Les fonctions F(xy) et F's (xy) sont évidemment continues et 
bornées dans l’ensemble G + H. 

Nous affirmons que F(xy) satisfait aussi à la condition de Lip- 
schitz c.-à-d. 

k (cy) — F (cy) SN Yy — y 

avec un nombre N fini lorsque (xy,) et (xy,) appartiennent à l'en- 
semble G -+ H. Pour la démonstration supposons le contraire. On 
pourrait dans ce cas construire deux suites: 


(£141) (Tą Ya)... 
(£121) (2228)... 
telles que 
Ue = zm lim y, = lim 2, = y 
ea Fan 2n) — Man Yn) A. 
Zn — Yn 
Le point (2,4) serait évidemment situé dans l'ensemble 
fermé G, donc il serait un point intérieur de l’ensemble Q. 
Pour les indices w assez grands le segment joignant le point 
(x,Y,) avec (x,2,), serait entièrement contenu dans Q et on pourrait 
appliquer le théorème de la moyenne. Il nous serait donc possible 
Fan) — f (En Yn) 
zi 


lim | f;(z, E.) | = + 00, 
relation incompatible avec l'existence et la continuité de la derivée 
f,(æy) au point (xo Yo). 

Nous allons définir F peur les points de l’ensemble B — G — H. 
Remarquons pour ce but, que la droite: r =z, découpe sur B —G — H 
un nombre fini d’intervalles: 


de poser: == f (änn) ce qui nous donnerait d'au- 


tre part 


, (lis Mi), (les Mo)... (ln, Ma) Gr) 
où: 


ı <m <h Cm <<... LI, <m,. 


Considérons un de ces intervalles: (l,m) (z= ty). 


Posons: 
L = F(x), M = Fix, m) 
A == Fix, D), u = F (£a m). 


Nous définissons F(x,y) pour l <y <m en posant: 
F (xy) = P(y;l,m, L, M, A, u), 


P étant l’expression considérée dans le § 2. 

Il en résulte facilement (voir les considérations du § 2) que 
la fonction F'(xy), définie maintenant dans toute la bande B, y jouit 
des propriétés, I, II, III, IV ainsi que de la premiere partie de la 
propriété V. Il nous reste seulement à démontrer la mesurabilité 
des fonctions F(xy) et F,(xy) par rapport a x dans l'intervalle (ab) 
pour un y fixe mais d’ailleurs arbitraire. 

Considérons la fonction 


F(z, Yo). 


Designons par X la classe des x tels, que (xy,) appartient 
a l’ensemble G + H. Les fonctions F et F, y étant continues et 
par consequent mesurables par rapport A x dans l'ensemble X, il 
nous reste A prouver leurs mesurabilitć par rapport A cette variable 
dans l'ensemble (ab) — X. 

Soit $ un point de cet ensemble. 

Sur la droite x= &, il existe un segment contenu dans 
B — G — H, qui renferme le point (£,y) et dont les extrémités 
appartiennent à G + H. Designons par /(5) et m($) les extremites 
d'un tel intervalle £/(5) < m(5)}. 

Nous observons d’abord, que /($) et m(&) sont sémicontinues 
supérieurement resp. inferieurement par rapport à x dans (ab) — X. 
Ceci résulte immédiatement du fait, que la partie commune de l'en- 
semble G + H avec la bande 


a++-eLz<b—e (y arbitraire) 


est fermée pour les e positifs et suffisamment petits. 
Les fonctions /(5) et m($) sont par conséquent mesurables. 
D'autre part, les fonctions F et F, étant continues dans G + H 
les fonetions: 
L(Ś) = Fis, IQ), 
M(E) — Fi, m(5)], 
qe 
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4($) = FIS, I), 
u($) = FE, m(5)] 


sont mesurables dans (ab) — X !), done enfin la fonction 


F(E, yo) = Plyoi LÈ), mis) Li, M(E) 46), m(5)] 


est aussi mesurable dans cet ensemble (v. la remarque finale du 
8 2). 

La mesurabilité par rapport à r de la fonction F'(xy) étant 
ainsi établie, celle de la dérivée F’,(xy) en résulte du fait, que cette 
dérivée est la limite de la fonction mesurable 


most) Pos) 
- | 


La démonstration de notre lemme est ainsi terminée. 


S 4. 

Rappelons quelques points de la théorie des équations diffé- 
rentielles généralisées de M. Carathéodory et en particulier les 
rapports de cette théorie avec la théorie classique. 

a) On dit. qu'une fonction y(x) représente dans l'intervalle Z 
une intégrale de l'équation 


d | 
(6) de = A(zy) 


lorsque y(x) satisfait à cette équation en chaque point de Pin- 
tervalle I. On dit, qu’une fonction y(x) est dans l'intervalle / inté- 
grale de l'équation généralisée 


d 
(7) T. May) 


lorsque 
1° elle est absolument continue dans /, 
2° elle remplit la relation 


dy 


dx = k(zy) 


presque partout dans /. 


1) on le voit facilement par le raisonement de V. R. F., $ 576, p. 665. 
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ß) Si Von se borne a un ensemble ouvert dans lequel 4(zy) 
est continue, les équations (6) et (7) sont équivalentes !). 

y) Supposons la fonction k(x) sommable dans l'intervalle (ab) 
et envisageons l'équation linéaire 

du 

(8) dx 
D'apres la theorie de M. Caratheodory il passe par 
tout point de la bande B {a X x <b, y arbitraire} une seule 
intégrale de l’equation (8) et cette intégrale est définie dans linter- 
valle (ab) ?). 

Or u =Ù étant une intégrale particuliére de l'équation (8), 
il en résulte, que toute intégrale de (8), positive en un point de 
l'intervalle (ab) reste supérieure à zéro en tout point de l'intervalle 
considéré. 

6) Envisageons maintenant l'équation 


~ k(x)u. 


dy 


dans la bande B ou F(zy) désigne la fonction définie dans le $ 3. 
Choisissons un nombre fixe c de façon que l'on ait: 
a<c<h. 
Afin de nous rapprocher des considerations de M. Carathóo- 


dory qui vont nous servir dans la suite, rappelons que la recher- 
che des intégrales de l'équation (9), passant par le point: 


(10) (c,t), (t arbitraire) 
est équivalente a la recherche des solutions de l'équation intégrale 
(11) y = t+ | Fiey)dr. 


e) Nous affirmons, que: 
P,) Par tout point (10) il passe une intégrale unique 


y(x, t) 
de l'équation (9) et cette intégrale est définie dans l'intervalle (ab); 


P,) La fonction y(x,t) est une fonction continue du point (x, t) 
dans toute la bande 2; 


1) V. R. F. la fin da $ 578, p. 667. 
3) V. R. F. Satz 2, p. 672 et Satz 4, p. 675. 
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> gł D |. 
P,) La derivee rY | existe en tout point de la bande et y 


remplit l’équation suivante: 
(12) u = 1 + f Fæ, yla, t)}u dx, 
donc u=y,(x,t) passe par le poiut (x,t) et peut être considérée 


comme l'intégrale de l'équation linéaire généralisée : 


du 


dx 


Jy (x, t 
PONS = Tan DER 


(13) Fix, y(x, t)) u; 


s Iy (x, t) i 
P.) La dérivée 5 ‘st continue par rapport à (x,t) en 


tout point de la bande B; 
P,) Lorsque le point (x,, Yo) avec 


(14) Yo = Y (2 to) 
appartient à l’ensemble ouvert w {§ l et § 3} la fonction 


dy (x, t) 
Jx 


est continue par rapport à (x,t) dans le voisinage du point (z, ty). 

Les propriétés P,, P,, P, résultent immédiatement de la théo- 
rie de M. Carathéodory !) lorsqu’on tient compte des propositions 
IV, V, VI du lemme précédent ($ 3). Passons à la démonstration 
des propriétés P, et Pi. 

Soit 

olr, t) = F [x, y(x, £). 

La fonction F(x,y) est bornée dans la bande B, elle y est 
continue par rapport à y pour x fixe dans (ab). et mesurable par 
rapport à x avec y fixe d’ailleurs arbitraire. D’autre part la fonc- 
tion y(zx,t) est continue par rapport à (x,t) dans la bande B (P,). 
Il en rćsulte que la fonction o(x,t) est bornée dans B et mesu- 
rable 3) par rapport a x dans l'intervalle (ab). 


1) En particulier: pour P, cf. V. R. E. Satz 2, p. 672 et Satz 4, p. 675; 
pour P, Satz 5, p. 678; pour #, Satz 7, p. 682 et 683 ss. 
3) V. R. F. Satz 1, p. 665. 
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L'équation (13) et en même temps Póquation (12) possède en 
vertu de (y) (v. plus haut) une solution unique passant par le point 
(c, £) et ceci quelque soit t. 


t 
D'autre part GE L représente déjà une telle solution se ré- 
© 
. * . 4 2 
duisant à l'unité pour x = c. En vertu de, y) on a done > > 0 pour 


a <<< bet t arbitraire. 

En s'appuyant sur la propriété de la fonction o(x,t) démon- 
tree tout-à-l'heure et sur l’unicité des solutions de l'équation (12) 
on démontre immédiatement la propriété P; !). 

Il reste à prouver la propriété P.. 

Supposons, que le point (14) appartient à l’ensemble ouvert w. 
En vertu de la continuité de la fonction y(x, t) (v. P,) le point 


x, y(x, t) 
se trouve dans w, lorsque x et t appartiennent à un voisinage con- 
venablement petit du point (x to). 


3 
La fonction F étant continue dans w et = satisfaisant a l'équa- 


tion (13) nous obtenons (v. 8) l'identité 
Jy (xt) 


or 


(15) = Fe, y(zt)) = f(x, y(xt)) 
valable dans le voisinage du point (zt). 

Le second membre de cette identité étant continu, la pro- 
priété P, se trouve démontrée. 


$ 5. 
Passons enfin à la démonstration du théorème I ($ 1). Nous 
prouverons d’abord l'existence d’une fonction w(xy) définie dans 
toute la bande B et telle que les équations 


(16) y = y(x, t) 


et 
(17) t=y(cy) 
soient équivalentes dans l’ensemble des points (x, y, t): 


a < r<b; y,t arbitraires. 


COZ 


3) V. R. F. Satz 5, p. 678. 
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En effet, soit (z,4,) un point quelconque de la bande 2; 
par ce point il passe une seule intégrale de l’&quation (9). 

Cette intégrale, définie dans l'intervalle (ab), prend pour x=c 
une valeur déterminée, soit ty. 


On a 
Yo = Y (To to) 
et cette valeur ży de nous donne la solution unique en £ de l'équation 
Yo = y (2o t). 


Posons par définition 
P(Xo Yo) = to. 

Il est clair, que la fonction (xy) ainsi définie dans la bande 
B, rend les équations (16) et (17) équivalentes. 

Nous affirmons, que la fonction w(ry) envisagee seu- 
lement pour les points de l’ensemble ouvert w possède les 
propriétés a, b, c, d,e, f considérées dans lénoucé du théorème I. 

a) La propriété a est évidente parce que w est contenu dans 
la baude B. 

b) La fonction w est par définition constante, le long de toute 
intégrale de l'équation (9) et cette équation est équivalente (cf. $ 4 À 
et $ 3 II) dans © à l'équation (1) de la page 95. 

c) Soit (x, Ya) un point de l’ensemble ouvert w et soit to = (x; Yo). 

On aura 

Yo = Y(T to) 

Or {cf. $ 4, Pi P, Ps} la fonction y(xt) posséde dans le voisi- 

nage de (xt) des dérivées partielles continues du premier ordre 


3 ’ sw | 
et en outre 7 > 0 au point consideré. Nous pouvons done obtenir 
© 


la fonction (ry) dans le voisinage du point (x9y,) par les procé- 
dés de la théorie classique des fonctions implicites, ce qui nous 
assure la continuité des dérivées partielles du premier ordre de cette 
fonction. Nous aurons aussi l'identité 


(18) ylz, p(z, y)| =y 
valable dans le voisinage du point (x, Yo). 
En différentiant cette indentité nous obtenons: 
dy | op ar 
Ot y 
cy dy ƏY 2 A 


©t Or 


(15) 
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d'ou, en vertu des relations (15) et (18), 


IY 
7 — () 
OT 


; IW 
(xy). 
N, 


La relation (19) nous donne (ef. $ 4, P,) 


d) La propriété d résulte immédiatement de l'inégalité précé- 
dente lorsqu'on se rend compte du fait, que w est un ensemble 
ouvert. 

e) Pour démontrer la propriéte e, supposons que £ appartient 
à l’ensemble 7. En vertu de l’équivalence des équations (16) et (17) 
la courbe (4) découpe de l’ensemble ouvert w une famille au plus 
denombrable d’arcs juxtaposé:, dont chacun représente une intégrale 
de l'équation (1) {cf. $ 4a et P, et $ 3 II}. 

f) Il reste à prouver seulement la dernière propriété. 

Soit / une intégrale de l'équation (1) contenue dans w. Soit 
(X, ÿo) un point de cette intégrale et désignons par y l'intégrale de 
l'équation (9) passaut par (zÿ). Cette intégrale contient évidem- 
ment l'intégrale Z ($ 4 8 et P,, $3 IT). Elle coupe la droite x = c 
en (c,t,). L'intégrale y étant identique à l'intégrale: 

y = y (7, to); 
les points de cette intégrale et à fortiori ceux de l'intégrale / sa- 
tisfont done à l’équation 

to = Y (x, y). 

Le nombre #, étant un élément de l’ensemble 7, la propriété 

j se trouve démontrée. 
§ 6. 
Voici deux conséquences iminćdiates du théorème I. 
Théorème II. Dans les hypothèses du théorème I, équation 


A 
a w 


Dz | 02 
ae TJ (2y)* 3, =0, 


posséde dans w une intégrale fondamentale !) w(zy) pour laquelle on a 


4 


c U 


„ > 0 dans w. 
y 


© 


1) Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig 1930, p. 312 
pour la définition du „Hauptintegral“. 
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Théorème III. Dans les mêmes hypothèses l'équation 
f(zy)dz — dy=0, 


admet dans l’ensemble w un facteur integrant continu et non nul 
dans w. 

En effet, grâce au théorème I (v. (2) et (3)) Pequation précé- 
dente étant équivalente dans w à l'équation: 


ATZ dw, a 
dr dx + dy dy = 0, 


la fonction 
dY 
dy 


représente dans l’ensemble w le facteur intégrant démandé. 

En retournant a la fonction y = y(x, t) considérée au S4e 
on voit qu'elle représente ce que nous pouvons appeler l'intégrale 
générale a un parametre de l'équation (1) dans l’ensemble w, 
dans un sens, il est vrai, un peu généralisé. Elle fournit notamment 
pour un £ donné non nécessairement une intégrale de l'équation (1) 
mais parfois une famille (au plus dénombrable) d'intógrales juxta- 
posées c.-a-d. appartenant à des intervalles disjoints de la variable z. 
D'autre part elle nous fournit toutes les intégrales de la dite équa- 
tion qui passent par w. 

La deuxième partie (déjà rédigée) de la présente note contien- 
dra des considérations relatives à l’existence de lintégrale fonda- 
mentale dans toute l'étendue de l’ensemble Q (v. $ 1) et cela sous 
certaines conditions nécessairement restrictives. 

J'adresse mes vifs remerciments à M. T. Ważewski auquel 
je dois plusieurs remarques importantes au cours du présent travail. 


u(ry) = — 


Cracovie, mai 1931. 


Comptes-rendus et analyses. 


Nouveaux fascicules du »Mémorial des Sciences mathćma- 
tiques«. (Chez Gauthier-Villars & Ci, Paris, Quai des Grands Au- 
gustins, 55). 

Fascicule XLIX. Les methodes de solution approchee des pro- 
blemes de la Physique mathématique. Par M. NicoLas KRvLoFF, ingé- 
nieur des Mines, Membre des Académies des Sciences de l’Ucraine 
et de TU. R. S. S. 

Le savant auteur s'est borné à étudier, dans cet ouvrage, les 
„problemes aux limites“ les plus simples, relatifs aux équations dif- 
férentielles ordinaires du second ordre; il n’a donc traité qu’une 
petite partie du sujet indiqué dans le titre mais, étant donné le 
peu de place dont il disposait, il a certainement eu raison de se 
restreindre comme il la fait. L’auteur expose brièvement les diver- 
ses méthodes, en commençant par celle de W. Ritz, qui permettent 
d'obtenir la solution approchée du problème considéré sous forme 
d’une combinaison linéaire à coefficients constants de fonctions em- 
pruntées à une suite infinie opportunément formée. M. Kryloff s'oc- 
cupe, en outre du calcul des valeurs du paramètre 4, dans les équa- 
tions différentielles de la forme 


dy 


d|p | 
Paz + Aqy + ry =0. 


pour lesquelles une telle équation admet, dans l'intervalle (0, 1), 
une intégrale vérifiant les conditions 


y(0) = y(1) = 0. 


L'intérêt principal du présent fascicule, écrit avec autant de 
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compétence que de rigueur, consiste en ce que l'auteur expose 
des méthodes propres à calculer une limite supérieure de l'erreur 
commise en substituant à la solution exacte du probleme considéré 
une solution approchée, obtenue par lun des procédés exposés dans 
ouvrage. 

Fascicule L. Méthodes classiques d'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, Par M. N. Sacrykow, Professeur 
à PUniversitć de Belgrade. 

Le titre de l'ouvrage indique suffisamment la nature du sujet 
traité. Nous nous bornerons donc à faire remarquer que l’auteur qui 
a apporté lui-même de nombreuses et importantes contributions aux 
théories qu’il expose, a tracé un tableau très complet de l’état actuel 
de ces théories et qu'il a donné, ce qui rehausse considérablement 
l'intérêt de l'ouvrage, de nombreuses et importantes indications his- 
toriques. 

Fascicule LI. Sommation des series et intégrales divergentes 
par les moyennes arithmetiques et typiques. Par M. Eznvanv Koosar- 
LiAN'rz, Docteur-ès-Sciences (Paris). 

Lorsque, au début du 19-ème siècle, la notion de convergence 
d'une série s’est nettement dégagée, l'emploi des séries divergentes 
a été considéré comme illicite. 

Toutefois, comme certains résultats obtenus au moyen de séries 
divergentes en opérant avec celles-ci comme si elles étaient conver- 
gentes out été confirmés par des procédés rigoureux, il s'est posé 
la question de savoir s’il ne serait pas possible de faire correspondre 
sous le nom de „somme“, au moins à certaines séries divergentes, 
des nombres déterminés de façon à pouvoir étendre aux sommes de 
ces séries divergentes, certains des théorèmes établis pour les sommes 
des séries convergentes. 

Ce n'est qu’à la fin du 19-ème siecle qu’il a été reconnu que la 
question comportait une réponse affirmative et divers procédés de 
sommation des séries divergentes et d'attribution de valeurs a des 
intégrales divergentes ont été proposés, 

Aprés avoir étudié la question de savoir quelles sont les con- 
ditions auxquelles il covient de se conformer en définissant le nombre 
que l’on considèrera comme la somme d'une série divergente ou 
comme la valeur d'une intégrale divergente, l'auteur étudie les di- 
verses définitions des éléments susdits, proposées jusqu’à présent, 
et termine son ouvrage par quelques applications des théories con- 
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sidérées précédemment. L'ouvrage de M. Kogbetliantz rendra cer- 
tainement de grands services aux mathématiciens. 

Fascicule LII. Méthodes générales du Calcul des Probabilites. 
Par M. B. Hosrinsky, Professeur a la Faculté des Sciences de Brno. 

La notion de probabilité est. dans bien des cas, extremement 
difficile à établir et, pour y arriver, on est toujours obligé d'adopter 
quelques postulats sans démonstration. Le but propre de l'ouvrage 
de M. Hostinský est de metre en évidence les principes généraux 
qu’il semble raisonnable d'adopter pour formuler, dans les différents 
cas. les postulats susdits. L'auteur, auquel la théorie des probabili- 
tés doit d'importantes contributions, élucide ces principes au moyen 
de nombreux et intéressants exemples et, grâce aux indications bi- 
bibliographiques qu'il donne il a facilité grandement au lecteur Pac- 
quisition d'une connaissance approfondie de la théorie des proba- 
bilités. 

Fascicule LIII. Le problème de Monge. Par M. Pasasioris Arr- 
vos, Professeur a la Faculté des Sciences de l’Université l’Athènes. 

Voici en quels termes l’auteur formule le problème qui con- 
stitue le sujet du présent fascicule: 

„Le probleme de Monge à une variable indépendante daus le 
sens le plus large, consiste à intégrer explicitement un système de 
k (k=n 1) équations de Monge 


(a) El l oby Tagi der, dirt eV, (2 .., k) 


les F étant des fonctions homogènes par rapport à dry, dx,....,dr,. 

Par intégration explicite nous entendons celle où l’on exprime 
les variables x par des fonctions déterminées d'un parametre, de 
n  % fonctions arbitraires de ce paramètre et de leurs dérivées 
jusqu’à celles d'un certain ordre, pouvant contenir aussi un nombre 
fini de constantes arbitraires. 

L'auteur qui a apporté lui-même de nombreuses contributions 
au problème susdit, donne un aperçu très complet sur l’ensemble 
des travaux consacrés au problème de Monge et rend par cela- 
même un service précieux aux personnes désireuses d'approfondir 
cette question. 

PauL More, Professeur a la Faculté des Sciences de l'Uni- 
versité de Paris, Lecons sur les fonctions entières, recueillies et ré- 
digées par M. Sergesco, Prof. à l’Université de Cluj. (Un volume 
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in 89 raisin (25 X 16) de VIV + 116 pages, chez Gauthier- Villars 
& Cie, Paris). 

L'extrait suivant de la preface donnera une idee claire de la 
nature de l’ouvrage. 

„M. P. Sergesco, a qui l’activité mathématique de la Roumanie 
doit tant d'initiatives heureuses, a jugé utile de publier une série 
d'Ouvrages destinés à servir de guides au public mathématique; 
placés entre les traités classiques et les mémoires originaux: ils 
conduiront ainsi les travailleurs au seuil même des régions où s’ela- 
bore la recherche mathématique. Ces Ouvrages seront édités par les 
soins de l’Université de Cluj. 

Ce petit Livre traite de la théorie moderne des fonctions en- 
tières ou méromorphes. Cette théorie, depuis la découverte due à M. 
Picard, a pour but l’examen de la répartition, autour du point sin- 
gulier, des points où la fonction prend une même valeur. L'étude 
de la distribution des modules de ces points est tres avancée et les 
résultats paraissent avoir pris une forme définitive avec les travaux 
de M. R. Nevanlinna: ils sont exposés dans les quatre premiers 
Chapitres. Les deux derniers sont consacrés à l'étude de la distri- 
bution des arguments des mêmes points, étude beaucoup plus ré- 
cente et dont les progres semblent liés à ceux de la théorie des 
familles normales dans laquelle elle a trouvé son point de départ 
et ses premiers progres“. 

Nous devons faire remarquer de notre part que, malgré la 
richesse des matières étudiées dans ce petit volume, l’auteur a réussi 
à en rendre la lecture aussi facile qu'attrayante. S. Z. 


Y. Rocaro. Ancien élève de l'École normale supérieure, Doc- 
teur ès Sciences. L'hydrodynamigue et la théorie cinétique des gaz, 
avec une préface de M. Henri VILLAT, Correspondant de l’Académie 
des Sciences, Professeur à la Sorbonne. (Un volume in. 8° (25 X 15) 
de 160 pages, chez Gauthier-Villars & Ci®, Paris). 

L'avertissement de l’auteur que nous reproduisons ci-dessous 
donnera le mieux une idée de la nature et du but de cet intéres- 
sant ouvrage. 

„Les chapitres de ce volume ont formé la matière de dix con- 
férences faites en 1929 à l’Institut de Mécanique des fluides a la 
Sorbonne. C’est grâce à l'insistance de M. H. Villat qu'elles se trou- 
vent aujourd’hui réunies. Nous espérons que ce travail attirera l’at- 
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tention des hydrodynamiciens, en dehors des quelques conclusions 
auxquelles nous sommes parvenus, sur ce fait qu'il est possible — 
et désirable de compléter grâce à l'introduction d'un modele molé- 
culaire dans le fluide, le cadre un peu sommaire, parce que trop 
general. de l’hydrodynamique classique: introduisant des hypothèses 
plus précises, nous avons plus de renseignements, cela n’a rien de 
mystérieux Mais une grave difficulté se révèle: près d'une paroi. 
un ensemble de molécules ne satisfait plus à la définition du fluide. 
Il faudra sans doute supposer au fluide des propriétés anisotropes 
au voisinage d'une telle paroi. 

La théorie cinétique pouvant ne pas paraître classique aux 
yeux des personnes s’occupant d'hydrodynamique, nous avons cru 
devoir, dans les cinq premiers chapitres, fournir un exposé un peu 
rapide mais se suffisant à lui-même des notions et des résultats 
indispensables, tout en nous efforçant de rendre l'exposé plus simple 
et plus naturel en introduisant des le Chapitre III le point de vue 
hydrodynamique. Dans ces questions classiques, nous avons fait na- 
turellement les plus larges emprunts aux Ouvrages déja existants, 
et principalement au traité de Jeans sur la théorie dynamique des 
gaz, ainsi quau mémoire de S. Chapman de 1917, cité dans le cours 
du volume. Pour nous servir de guide et de modele, nous avions 
en outre constamment présent à l’esprit le beau mémoire de M. M. 
Brillouin des Annales de Physique de 1900, qui contenait déjà en 
puissance tous les résultats lentement acquis par la suite“. 

Nous croyons devoir faire remarquer de notre part que par 
les qualités de précissions, de rigneur et de clarté de l'exposition 
l'ouvrage de M. Rocard est certainement appelé à rendre de pré- 
cieux services aux personnes désireuses de se renseigner sur les 
sujets auxquels il est consacré. 

Spisy BERNARDA Borzaxa, Vydävé Kralovska Ceska Společnost 
Nauk v Pradze. Svazek 2. Ciselnd Teorie. BERNARD Borzan Zahlen- 
theorte, herausgegeben und mit Anmerkungen versehen von Dr. Ka- 
REL Rycxzix, Professor an der èéechischen technischen Hochschule 
in Prag (57 + 0). 

Le present volume des oeuvres de Bolzano, si interessantes 
pour l'histoire des sciences mathématiques, est consacré à la théo- 
rie de la divisibilité des nombres entiers. 

Les savantes notes de M. Rychlik qui a publie cet ouvrage 
en rehaussent considérablement l'intérêt. 


Lron LICHTENSTEIN, o. Ö. Professor der Mathematik an der 
Universität Leipzig. Vorlesungen über einige Klassen nichtlinearer 
Integralgleichungen und Integro-Diferentialgleichungen nebet Anven- 
dungen. Berlin, Verlag von Julius Springer, 1931, VII + 162. 

La traduction suivante d’un passage de la preface donnera 
une idee generale de l'ouvrage du savant auteur: 

„Dans une série de travaux, parus pendant les dernières douze 
années et consacrés à des problèmes du calcul des variations, de 
l’hydrodynamique, de la figure des astres et d’autres questions si- 
milaires, j'ai étudié certaines classes d'équations intégrales non li- 
néaires et d'équations intégro-différentielles. A l'occasion des confé- 
rences que j'ai faites en février et mars de l’année diernière à l'Uni- 
versité de Lwów, j'ai été amené à refondre les théories mathématiques 
étudiées dans les travaux susdits en unifiant le mode d'exposition. 

La petite monographie actuelle reproduit, en les complétant, 
les conférences susdites; elle contient a côté de choses connues des 
choses nouvelles. Je me suis efforcé, en traitant de choses connues, 
de les présenter sous une forme nouvelle et, je l'espère, plus simple“. 

De notre côté nous ne pouvons que recommander chaudement 
l'étude de l'ouvrage de M. Lichtenstein lequel est d'autant plus in- 
structif que, grâce aux nombreuses citations il permettpa au lecteur 
de dépasser aisément le cadre de cet ouvrage lui-même. 


S. Z. 


E. Cartan, Membre de l'Institut, Professeur à la Faculté des 
Sciences de Paris. Lecons sur la Geometrie projective complexe. 
VII + 325. Paris. 1931, chez Gauthier-Villars et C'e. 

Ainsi que le fait observer l'éminent auteur, certains faits, assu- 
rément tres intéressants, ont été regardés jusqu’à présent comme des 
faits isolés dans l’ensemble de la Géométrie. 

Gräce à l'étude faite par M. Cartan de certains espaces rie- 
maniens qu'il appelle symétriques, les faits susdits ont pu être coor- 
donnés en les faisant rentrer dans une théorie générale qui fait 
l'objet du présent ouvrage lequel, par conséquent, tout en étant con- 
sacré à une théorie purement mathématique. présente un intérêt 
considérable, même an point de vue philosophique. Voici comment 
l’auteur lui-même caractérise son ouvrage dans l'introduction: „cet 
ouvrage est divisé en deux parties. La première est consacrée à la 
géométrie projective de la droite complexe et à ses relations avec 
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la góometrie de Lobatchewsky. La seconde est consacróe a la góo- 
métrie complexe à trois dimensions. Le dernier Chapitre traite des 
polynomes harmoniques de l'espace projectif complexe et de leurs 
applications a la représentation de cet espace. ou plutôt de l'espace 
hermitien elliptique, par des variétés algébriques réelles sans singu- 
larité plongées dans un espace euclidien à un nombre convenable 
de dimensions. Cette question se rattache, du reste, à une théorie 
beaucoup plus étendue que je n’ai pas abordée. 

Quant au probleme général des représentations réelles des 
êtres imaginaires, je ne l'ai pas traité directemeut; mais lu nature 
même des choses fournit automatiquement quelques-unes de ces re- 
présentations, dont la plupart, si non toutes, ont déja été signalées. 
surtout par F. Klein et E. Study“. 

Ajoutons que l’ouvrage considere, ćerit avec la maitrise qui 
caractćrise les travaux du cćlebre auteur, ne suppose chez le lec- 
teur que des connaissances modestes et est par conséquent accesst- 
ble à un grand nombre de personnes qui se consacrent aux sciences 
mathématiques. S. Z. 


Comptes-rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, année 1931. 


[Abréviations: C. R. = Comptes Rendus des séances de l’Académie de Sciences de 
Paris; C. R. de Varsovie — Comptes Rendus des seanees de la Société des Scien- 
ces et des Lettres de Varsovie; Fund. Math. = Fundamenta Mathematicae|. 


16. I. W. Sierpiński: „Sur certaines opérations sur lea 
ensembles fermes“ [C. R. de Varsovie 24 (1931), p. 57). 

A. Lindenbaum: „Sur un ensemble linéaire extrémement 
non homogene par rapport aux transformations coutinues et sur le 
nombre des invariants de ces transformations“. 

M. Kuratowski (Fund. Math. 8, 1926) a construit (A l'aide da théorème 
que le continu peut être bien ordonné) an ensemble linéaire infini qui n'est ho- 
méomorphe a aucun son vrai sous-ensemble; M. K. a d'aillears remarqué qu'un 
tel ensemble doit nécessairement être totalement imparfait. De plus, l'ensemble 
construit par M. K. n'admet aucune transformation bicontinue en soi-même, sauf 
la transformation par identité: f(x) =z. M. L. établit l'existence d'un ensemble 
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linéaire P, de puissance du continu (c = 2), et qui présente une non-homogó- 
nóite encore plus prononeée (construction a l'aide du théorème aur le bon ordre 
du continu, mais toujours sana faire appel a „I'hypothese du continu“). — Donc p. ex.: 

1) I] n'existe aucune tranaformation continue de l'ensemble P en soi-même, 
sauf la transformation par identité. 2) Aucun ensemble linéaire dont P eat un vrai 
sous-enseinble ne peut être transformé en P d'une façon continue. 3) Si un vrai 
sous-ensemble de P eat image continue de P, P n'est pas image continue de'ce 
sous-ensemble, 4) Si une transformation biunivoque et continue (la bicontinuité 
n'est pas explicitement exigée) transforme P en un sous-ensemble de P, elle est 
nécessairement la tranaformation par identité. 

En appelant un ensemble presque-ferme dans Z, s'il est somme d'un en- 
semble fermé dans Z et d'un ensemble au plus dénombrable, on peat démontrer 
que toute partie non vide et relativement presque-fermée d’un ensemble linéaire 
punctiforme et non fermé — est son image continue. Or: 5) Ca ne sont que des 
sous-ensembles presque-fermés dans P qui en sont des images continues. 6) Si 
une fonction continue transforme P en un sous-ensemble non denombrable, il 
existe un point Xy de P tel que f(x.) = £e (point invariant). Par contre, si Z 
est un ensemble linóaire punctiforme et non fermó, U — un ensemble au plua 
dónombrable ne se réduisant pas A un seul point de Z, alors Z peut être trana- 
formé en U d'une façon conlinhe et sans „points invariants“. 

L'ensemble P peut être appliqué aux problemes concernant les types cX 
de M. Sierpiński (Fund. Math, 1£, 1929) et les invarianta des transformations 
continues. On peut trouver dans le domaine des ensembles linéaires (et sana faire 
appel à l'hypothèse du continu): a) une suite du type a, æ étant un nombre or- 
dinal quelconque < L, d'ensembles dóeroiasanta {Ee}, telle que, lorsque ŚLĄ < 
Gas Ey est une image contiuue de Æp, tandis que Æ: n'est paa une telle image 
de Ey: b) une classe K de puiasance Qe oe (de puissance ce) tela qu'aucun 
d'eux n'est l'image continue d'un autre ensemble de K; d'où l’on conclut que le 
nombre des invariants des transformations continues (classes d'ensembles closes 
relativement a ces transformations — v. W. Sierpiński, C. R. du I Congres 


des Math. des Pays Slaves, 1929, p. 52) est égal a 21°. 

6. II. S. Mazurkiewicz: „Sur une classe de dendrites“ 
|Fund. Math. 18 (1932), p. 88]. 

S. Mazurkiewicz: „Sur les fonctions non derivables“ [Stu- 
dia Mathematica 3 (1932), p. 92]. 

13. II. K. Zarankiewicz: „Sur les continus póaniens*. 

M, Z. donne une démonstration nouvelle (et qui semble plus simple que les 


demonstrationa connues), du théorème d'apres lequel tout continu póanien est are- 


wise connected. 


13. IL S. Mazurkiewicz: „Sur l'intégrale 
pres + f(x — D — If (E) ju 


t 


0 


[Stadia Mathematica 3 (1932), p. 114]. 
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E. Szpilrajn: „Sur un ensemble analytique non borelien 
dans l’espace des ensembles fermes“. 


Soit J l'intervalle fermé [0, 1] et 2! l'espace des sous-ensumbles fermes non 
vides de I, mótrisć d'apres M. Hausdorff. Designons par M la classe de tous 
les sous-ensembles fermés indénombrables de I et par N la classe de tous les sous- 
ensembles fermés de /, dans lesquels la relation < n'établit pas un bon ordre. 

M. Harewicz!) a démontré que M est un ensemble analytique non bore- 
lien dans 2/. M. S. démontre dans le meme ordre d'idées que N est aussi un en- 
semble analytique non borelien. Voici la marche de la démonstration: 

Soit r, ry,r,... la suite des nombres rationnels, contenus dans l'intérieur 


de I. Les nombres r,,»,,..n,_, Supposés définis, nous désignerons par rx, my. 


k- „Any 1, 
Fay Ay Tay, Bir la saite des nombres rationnels contenus dans l'in- 
tervalle [0, ru,,us ss 3] 7). 

Désignons ensuite par /, l'intervalle fermé {r,, 1] et par /,, m... 7. (où k > 2) 


l'intervalle fermé (fu, na... ng 1} Tay, nyl: Soit enfin Fa,n,...n, l'ensemble de tous 


k 
les sous-ensembles fermés de / ayant des points communs avec chacun des inter- 


valles: 16 lus, Myrte Iny mng 


On voit aisément que les ensembles F,,n,...u, sont fermés (dans 2’) et que 


s 


oo 
N — er Er Fn,. m....n, , 


la sommation s'étendant sur toutes les suites ń,, n,,... des nombres natarels. 
N est donc, en etfet, un ensemble analytique. 


F désignant le type ordinal de l'ensemble F ordonné par la relation <, 


on prouve ensuite que les relations: Fe2/—N et F=a (a est donc un nombre 
ordinal dónombrable) entrainent: Ind F => a — | (où Ind F désigne |'„indice* 3) de F 
par rapport au „systeme déterminant“ {F:,",...n,}). 


Il en résalte immédiatement que N n'est pas un ensemble borelien. 

[Une aatre démonstration du même theoreme se trouve dans la note de 
MM. Kuratowski et Szpilrajn, Fand. Math. 18 (1932), p. 160]. 

10. IV. C. Kuratowski: „Les fonctions semicontinues dans 
l'espace des ensembles fermés“ [Fund. Math. 18 (1932), p. 148]. 

E. Szpilrajn: „Sur les cribles fermés et leurs applications“ 
(Cf. C. Kuratowski et E. Szpilrajn, Fund. Math. 18 (1932), 
p. 160]. 

24. IV. S. Mazurkiewicz: „Sur les hyperespaces* [Of. K. 
Borsuk et S. Mazurkiewicz, C. R. de Varsovie 24 (1931), 
p. 149 et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. 18 (1931), p. 171]. 


1) Fund. Math. 15 (1930), p. 4. 

3) Ce mode de numéroter les nombres rationnels a été deja utilisé par M. 
Sierpiński, Fund. Math. 11 (1928), p. 17. 

3) Cf. p. ex. Harewicz, I. c. 
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E. Szpilrajn: „Sur les hvperespaces*. 

1. V. W. Sierpiński: „Sur les deux definitions des ensem- 
bles fermés“ {C. R. de Varsovie 24 (1931), p. 184]. 

W.Sierpiński: „Sur deux complementaires analytiques non 
séparables B* ]Fund. Math. 17 (1931, p. 296]. 

E. Szpilrajn: „Sur le crible fonctionnel“. 


Soit N la classe de tous les ensembles situés dans l'intervalle fermés [0,.1| 
et dans lesquels la relation < n'établit pas un bon ordre. 
M. S. démontre le theureme auivant qui résoad an probleme posé par M. 
Sierpinski: 
Pour tout ensemble analytique Z, linéaire et borne, 1l existe une fonction 
continue, f(x), définie dans l'intervalle fermé [0, 1] et telle que Z = E[f \iy)eN]'!). 
y 


La dómonstration de M. S. eat baaóe sur le leınme auivant: 
Z étant un ensemble analytique linéaire et non-vide, il existe un systeme 
{Ann...n,} d'iutervalles fermés tel que 


Z — > Il Are Ng- A 


Ay, Ap --. kai k 
et satisfaisant aux Conditions auivantes: 


1) on a pour tout systeme n,,N,,...”%%+1 de nombres natarels: 
am Ry, 2. Ay P ktl C bn, My Mg 


2) on a pour tout systeme n,,#,,...#x de nombres naturel: 


0 < An, ny. Ah 


3) (n,n,,...74) et (m,,m,,... Me) étant deux systemes différentes de nom- 
bres naturels, lea extrémités de 4,, m,....np et dm, Ma, m, sont differentes deux 


a deux. 


8. V. A. Lindenbaum: „La projection comme transforma- 
tion continue la plus générale“, 


On définit le produit combinatoire et la projectton a) pour les ensembles 
abatraits ; b) pour les espaces topologiques; c) pour les espaces métriques. 

a) Soit M — un ensemble, F (m) — une fonction dont les arguments par- 
courent M, et dont les valeurs sont des ensembles. Alors le produit P(M, F) est 
l'ensemble de toutes les fonctions f(x) dont les arguments parcourent M et dont 
les valeurs remplissent — pour tout m de M — la condition: f(m) est un élé- 
ment de F(m)3). En particulier, soit M =(1,2,...,%): on écrit alors „£F(1) X 
X F(2)X... XF(n)* au lieu de „P(M, F)“. Si P(M, F) =P(N, G) +0, on a: 
M = N et F(m) = G(m). L'ensemble F(m) est appelé projection de l'ensemble 


1) f\(y) désigne l’ensemble Z|f(x) = y]. 


3) ô étant un intervalle quelconque, |ó! désigne sa longueur. 
3) Cf. F. Hausdorff, Mengenlehre (1927), $ 4; E. Zermelo, Math. Ann. 
65 (1908), p. 266. 
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P(M, F) sur m; chaque ensemble posscde une projection complètement determi- 
née sur un objet m, ou n'en posséde point. 

b) Soit, pour tout m de M, F(m) — un espace topologique. Nous dófinie- 
sons le voisinage V, pour un élément x du produit P(M, F) — comme l’ensemble 
dont la projection sur chaque m est un voisinage de l’unique élément de la pro- 
jection de (x) sur ce m; de cette manière, le produit P(M, F) devient un enpase 
topologique !). Une projection d'un espace topologique en est une transformation 
continue. 

c) Soient W, et M,, deux espaces métriques, avec les distances o, (x, y) et 
e, (x, y) resp.; on fait metriser l’ensemble M, X M, par lu définition: 


ol(z, , 2), (Y,, Y2)] = Ve? (æ,, y) + ei, Yy) 
M, et M, sont des projections de M, X M, ?). Une projection d'un espace metri- 
que en est une transformation (uniformément) continue. 

Ayant défini encore, d’une ınaniere facile a concevoir, la projection d'un 
sous-ensemble d'un produit, on parvient aux énoncés suivants: b) Pour les espa- 
ces topologiques: b1. Le domaine (ensemble d'arguments) d'une fonction conti- 
rue et l'image de celle-ci dans l'espace-produit correspondant (ensemble de pai- 
res (x, f(x)]) — sont homeomorphes. b2. Si le domaine d'une fonction continue 
est fermé, l'image est aussi fermée. b3. Si une fonction continue transjorme A 
en B, alors il existe un ensemble A, (dans A X B), homéomorphe a A et dont 
la projection est B. — c) Pour les espaces métriques: c 1, c 2, c3 — analognes. 
Lorsqu'il s'agit des ensembles situés dans les espaces euclidieus, on ne sort pas 
de cette catégorie d'espace. < 

Les propositions b 3. et c3. justifient le titre; quand la fonction continue 
est biunivoqoe, la projection correspondante sera biunivoque aussi. 

Toutes ces remarques, d'ailleurs banales, permettent parfois de simplifier 
legerement les raisonnements 3). 


A. Lindenbaum: „Sur les figures convexes“. 


M. L. communique le théorème suivant: 

(A) Soit G un ensemble de pointa (situé dans l'espace euclidien) pour le- 
quel la borne supérieure des distances mutuelles de ses pointa (= diametre) est 
d $): il existe alors une figure convexe et fermée qui contient G et dont la pro- 
jection aur chaque droite est de longueur d (figure de largeur constante d). 

Si l'on considère la partie commune de toutes les figures convexes et fer- 
mées centenant G et ayant la largeur constante d, on obtient de G ce qu'on 
pourrait appeler G arrondi: l'étude de cette opération serait pout-être intéres- 
sante. Le théorème (A) ae déduit d'un théorème do M. Keidemeister et des 
thóoremes suivantes : 


1) Cf. S. Lefschetz, Topology (1930), Chap. V, 81. 

3) Cf. F. Hauadorff, op. cit, 820,6; W. Sierpiński, Zarys teorji 
mnogości II (1928), pp. 103 — 104. 

3) V. W. Sierpiński, Fund. Math. 7 (1925), p. 239; F. Hauadorff, 
op. cit., p. 212. 


4) On pourrait dire aussi: „est < d“. 


ka 
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(B) Soit G un eusemble de diametre <d situé dans an espace ındtrigae; 
il existe alors un ensemble ferma contenant G et safure (dana cet espace) par 
rapport a la propriété d'avoir le diamätre < d. 

(C) Soit G un ensemble dans un espace métrique dont la distance o rem- 
plit la condition: 


o (b, ©) + px, c) = o(b,e) entraine (ọ(a, x)= max{e(a, b), o(a, c)] 


(e.-a-d. la distance entre lea pointa d'un segment et un point quelconque a atteint 
son maximum ‘pour une des vxtrémites de ce segment): le diamètre de G soit 
Zd; il existe alors un ensemble H convexe (relativement a l'espace donné), 
farmé et contenant G (saturé comme dans (B)), tel que pour toat point p de la 
frontière de H on a: la borne supérieure de Q(p.z) (z parcourant Hi) est 
égale a d. 


A. Lindenbaum: „Sur les constructions non-effectives dans 
PArithmetique élémentaire“. 


Nous entendons par l’Arithmetique des nombres entiers positifs une théorie 
formelle de ces nombres, fondée sur un systeme usuel d'axiomes, exprimés par 
les termes primitifs: „1“, +", „X“, „=“: comme base logique, on peut ad- 
mettre p. ex. le systeme complet des „Principin Mathematica“, en omettant les 
fonctions „descriptives* (descriptsons). Une proposition sera dite dlementaire, lors- 
qu'elle se laisse énoncer sans variables de l’ordre > | (classes, relations etc.) '). 

Dans chaque theorie formalisóe, on trouve des signes appelós constantes: 
il y a des constantes primitives (fondamentales) (p. ex. le signe „1“ dans notre 
Arithındtigue), et a partir de celles-ci, en exécutant certaines „opérations“ primi- 
tives, òn ohtient des constantes dérivées (p. ex. les expressions „1--1%, „1X 
X (1--1)* dans notre systeme)?): si une expression contient des termes intro- 
daits par définition, elle n’est plus une constante. 

Convenons de dire: 1) que l'on a une construction effective dans le I sens 
d'un objet pourvu de la proprictć „D(x)*“, si l'on peut démontrer le théorème 
„Ó(C)* où „C* est justement une constante dans la théorie envisagée; 2) que l'on 
a une construction effective dans le Il sens d'un objet pourvu (le la propriété 
nP(æ)*, si l’on peut démontrer les 3 théorèmes suivants 3): 

(Ex) (r) 

(y)2)4| P(y) & P(z)] + (y = 2)} 

(LB) > D89; 
3) que l'on a une construction semi-effective dans le I sens d'un objet... etc., ei 
lon peut démontrer le théorème „QC,)v B(C,)v...v ©(Cz)* où „Ci“, „Ciee 
sont des constantes“). 


1) V. K. Gôdel, Monatsh. f, Math. u. Phys. 38 (1931), p. 191. 

?) Pour une definition plus précise, v. J. Herbrand, These (Paris, 1930), 
Chap. III, 1.12, 1.13. 

3) Notations comme dans le livre connu de Hilbert et Ackermann. 

t) ,®(c)" — une propriété déterminee quelconque. 

s) D'une facon analogue, on pourrait définir encore la semi-etfectivite daus 
le II sens. 
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Or. dana notre Arithmétique, ai l'on a démontré l'existence d'un nombre 
pourvu de la propriété „D(x)“, la construction de ce nombre est toujours effective 
dans le Il sens; mais, quant au | sens, il en est tout autrement: il y a des exemples 
où l'on démontre l'existence d'un nombre pourvu d'une propriété, sans pouvoir 
indiquer une constante symbolisant un nombre avec cette propriété), donc on n'a 
pas l'effactivité dans le I sens; toutefois, dans tous ces cas — autant qu'il semble — 
c'est au moins la semi-effectivite qui reste, car on peut trouver une constante 
majorante par rapport au nombre cherché: de plus, tous les exemples connus sont 
liés a l'état actuel de nos connaissances: donc la non-effectivité eat transitoire peut- 
être. Cependant, M. L. signale que les résultats importants de M. Gödel?) con- 
duisent aux conséquences suivantes: a) On peut formuler explicitement une pro- 
prieté élémentaire „/'(x)* qui est remplie pour un et un seul nombre et telle que 
l'on a „/(1)v 2'(1+- 1)“, mais qu’il soit absolument impossible de'resoudre la que- 
ation. si „/'(1)* ou si „Z’(1 -|- 1)* (construction absolument non-effective dana la 
I sens). b) On peut formuler explicitement une propriété élémentaire qui est rem- 
plie pour un et un seul nombre, mais telle qu'il soit absolument impossible d'en 
donner une construction semi-effective dans le I sena3). 

l,’unique hypothese nécessaire est que notre Arithmótigue ne soit pas con- 
tradictoire; pour obtenir erplieitement l'exemple a), il faut savoir encore qua 
l'Aritbmétique n'est pas „w-contradictoire* *). Tout en etant absolus, c.-à-d. indé- 
pendants des progres futurs de |Arithmćtique, nos exemples ne le sont évidem- 
ment plus, lorsqu'on admet de nouvelles regles du raisonnement d’un type jusqu'a 


present inusité!). 


15. V et 16. V. R. de Montessus de Ballore (Paris): 
„Methodes nouvelles de la statistique mathématique“, 

b. VI. W. Sierpiński: Sur les auneaux de fonctions“ [Fuud. 
Math. 18 (1932), p. 1|. 

S. Mazurkiewicz: „Sur un problème de M. Lusin“ [C. R. 
192 (1931), p. 1526). 

12. VI. W. Wolibner: „Sur les fonctions analytiques du 
type de Pompeiu“ [C. R. de Varsovie 24 (1931)]. 

K. Zarankiewicz: „Sur les regions convexes“. 

M. Z. donne une démonstration élémentaire des deux théorèmes suivants: 


1° Si la frontière F' d'une region plane et convexe contient un nombre fini d'arcs 
d'ane circonférence donnée A et dont l’ensemble donne la circonférence K tonte 


1) Rappelons les problemes de Waring ou de Goldbach. 

3) L. c.. pp. 173—198. 

3) Ceci peut ötre appliqué pour obtenir un nombre réel calculable dont il 
serait absolument impossible de repondre s’il est = | ou non (Cf. W. Sierpiń- 
ski, Fand, Math. 2 (1921), pp. 114—115). 

4, K. Gödel, l. c. 

6) V. p. ex. D. Hilbert, Matb. Ann. 104 (1931), p. 491. 
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entière. il ny a dans F' en dehors de ces arcs que tout au plus des segments des 
tangentes communes à deux arcs consécutifs. 2° L’aire de cette région n'est pus 


inférieure à celle de X. 


9. X. W. Sierpiński: ,Remarques sur les suites de fonc- 
tions“ |Fund. Math. 18 (1932), p. 110 et Monatshefte für Mathe- 
matik u Physik. 39 (1932), p. 238]. 

A. Koźniewski: „Sur les anneaux d’ensembles“ [C. R. de 
Varsovie 25 (1932)|. 

23. X. O. Blumenthal (Aachen): „Eine neue Einführung 
in die Theorie der linearen Integralgleichungen mit unsymmetri- 
schem Kern“. 


O. Nikodym: „Remarques sur un Mómoire de M. Zaremba“ 
[a paraître dans le Journal de Mathćmatiques]. 


30. X. A. Rajchman: „Sur la loi des grands nombres forte* 
(Mathesis Polska 6 (1931), or 7—8]. 


13. XI W. Sierpiński: „Sur une généralisation d'un théo- 
reme de Cantor* [Fund. Math. 18 (1932), p. 280). 


W. Sierpiński: „Sur deux ensembles de la meme puis- 
sance qui ne sont pas effectivement de la même puissance“ [Fund. 
Math. 18 (1932), p. 189]. 


A. Koźniewski: „Sur les classes croissantes“. 


21. XI. O. Nikodym: „Sur le principe de minimum dans 
le probleme de Dirichlet“. 


Soit D un domaine ouvert et borne de l’espace euclidien a B dimensions 
pourvu d’un systeme des coordonnées rectangulaires x,y,z. Désignons par (©) 
l'ensemble de toutes les fonctions F(P) jouiasant des proprietes suivantes: 

1° F(P) est definie presque partout dans D, 

2° F(P) possede presque partout dans Z) les trois dérivées partielles de pre- 
mier ordre, ces dćrivóea étant A carré sommable dans D, 

3° sur presque toute ligne parallele aux axes du systeme des coordonnées 
F(P) est absolument continue sur tout segment fermé contenu dans D, 

On voit aisément que si F(P) appartient a (Øp), il existe un ensemble épais 
de lignes droites parallèles a l’axe de x et telles que si AB est un segment sa- 
turé et ouvert contenu dans ÙD et situé sur une de ces lignes, F(P) y admet des 
valeurs limites déterminées dans A et B. Il en est de même pour les lignes pa- 
ralleles aux axes y et z. Pour l’exprimer nous dirons simplement que F'(F) admet 
„presque partout“ des valeurs limites frontières. 

Dirons que deux fonctions F(P) et G(P) appartenant a (Øp) admettent les 
mêmes valeurs frontières, ei la fonction /'(P) — G(P) admet presque partout la 
valeur limite et frontière égale a O. 
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Cela étant, soit F'"(P) one fonction de la classe (Dh). Designons par (Pn,m) 
Fensemble de toutes les fonctions (Øp) possédant les mêmes valeurs frontières 
que F°. Dans ces conditions ou demontre qu’il existe une fonction F(P) essen- 
tiellement unique appartenant à (Pp m) et rendant minimum l'intégrale 


SINE GHEN” 


De plus on démontre que F(P) ne diffère d'une fonction harmonique que 
dans un ensemble do mesure nulle. 

La démonstration de l'existence repose sur le théorème suivant concernant 
les espaces vectoriels, qui porsedent le produit scalaire conforme a la notion de 
la distance | = —y|| de deux points æ et y. 

Soit /” une telle variété et, soit /, un sous-ensemble de /' tel que les re- 


Ar 
7 Les € L, pour tout À, u reel, où À à si F 0. 


Soit d la borne inférieure des nombres ||: |, où ze 1°. Dans ces conditions 


lations xE/\,yeJ\ entraiment 


et, si /, est complet, il existe un element unique xpe 1, tel que ||x,| = d. 


11. XII. F. Leja: „Sur les cotfficients de convergence des 
series de polynomes*. 

M. L. démontre les theoremes suivants: 

1. Si la serie SP, s)= Flag + amz >... atman) est convergente sur 
une courbe, il existe e tout domaine borné D un nombre 4 : Ù tel que la 


oo 
série I P,(z)A” est uniformément convergente dans 2). 
0 


oQ 
2. Si une serie I P,(z) est convergente presque partout sur une circonfe- 
0 


09 
rence, la série © P,(z)(| — e)" est uniformément convergente dans l’intérieur de 
0 


cette eirconférence, pour tout 0< £< 1. 

[Mathematische Annalen 107 (1932)|. 

A. Wundheiler: „Conditions pour une surface flexible in- 
extensible“ [C. R. 193 (1931), p. 1051]. 

18. XII. W. Sierpiński: „Sur un ensemble qui a avec 
tout son translation au plus un point commun“ |Cf. S. Ruziewicz 
et W. Sierpiński Fund. Math. 19 (1932), p. 17]. 

W. Sierpiński: „Sur un probleme concernant les types de 
dimension“ [Fund. Math. 19 (1932), p. 65]. 

A. Tarski: „Sur les propriétés géométriques de la mesure 
de M. Banach“. 

E. Szpilrajn: „Remarque sur les types de dimension“. 
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M. S. donne an exemple de dewr ensembles Z, et Z, de la puissance du 
continu tels que dZ, < dZ, et qu'il n'eriste aucun ensemble Z satisfaisant a la 
condition: dZ, « dZ < dZ,. Cet exemple rösoud un probleme posé par M. Sier- 
piński. 

M. Kuratowski a construit une suite d'ensembles lineaires {Fn} tela que 
si `+ n et si X est un ensemble non vide ouvert dans E;, on n’a jamais dX < 
< dEn)’. 

Soit {/„} la suite des intervalles | 1 o. A 

Zn 2n—1 


sembles contenus respectivement dans {/„} et homéomorphes a {Æ,}. 


| et {Kn} une suite d'en- 


Posons Z, = 2 K, et Z, =Z, + (0; 
nl 


On démontre que ces ensembles satisfont aux conditions énoncées au débat. 


Comptes-rendus des séances 
de la Societé Polonaise de Mathématiques, 
Section de Léopol, année 1931. 


10. I. 1931. H. Steinhaus: „Über die Wahrscheinlichkeit 
der Konvergenz von Reihen“. 

In der komplexen Ebene seien gegeben: eine Folge von mesa- 
baren (nach Lebesgue) Gebieten 9, mit Durchmessern, die alle un- 
ter einer festen Schranke liegen, ferner eine Folge von Wahrschein- 
lichkeiten fifi dz ergibt die W. dafür, dass ein Punkt zu der 


Menge K in Q, gehört. Es wird der Satz bewiesen: Die hinreichende 
und notwendige Bedingung dafür, dass die Reihe von beliebig aus 
Q, herausgegriffenen Punkten fast sicher konvergiert. ist: 

1. Die Folge von Schwerpunkten der Mengen Q, ist kon- 
vergent. 

2. Die Reihe der Trägheitsmomente £, der Gebiete Q, beziig- 
lich der entsprechenden Schwerpunkte konvergiert. 

S.Kaczmarz: „Verallgemeinerung eines Satzes aus der Theo- 
rie der unendlichen Reihen“. 

Es wird der Satz bewiesen: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass für eine gegebene Reihe 3, alle Partial- 
summen beschränkt ausfallen, ist: 


1) Fund. Math. 8 (1926), p. 202. 
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OQ 


Za,?, <k;, (const) 
| 


für jede konvexe Folge 4, 0. (S. Studia Math. 3 (1931)). 

W. Orlicz: „Uber eine Klasse von konjugierten Räumen“. 

Die notwendige u. hinreichende Bedingung für die Konvergenz 
von a,b, für jede Folge a,. für welche 3a,“ (a, > 1) kon- 
vergiert. besteht in der Existenz eine Konstante k(0 < k < 1), für 
welche Xi kb, £» konvergent ist; dabei bedeuten f, die zu a, kon- 
jugierten Potenzen. (Studia Math. 3 (1931)). 

21. II. K. Kuratowski: „Über die Anwendung der Logi- 
stik in der Mathematik“. 

Es wird eine Methode entwickelt, die erlaubt, aus der Defini- 
tion gewisser Mengen, vermittels einer mathematischen Interpretation 
von logischen Operationen, auf ihre Eigenschaften, wie z. B. Borel- 
sche oder projektive (im Sinne von Lusin) Klasse zu schliessen. 
U. a. werden gewisse, auf Benutzung des ,crible“ von Lusin be- 
ruhende Ergebnisse von Mazurkiewicz u. Nikodym auf ein- 
fache Weise erhalten. (Fund. Math. 17, p. 249—272). 

S. Banach: „(ber analytisch darstellbare Operationen in 
abstrakten Räumen“. 

Es ei B° die Klasse aller stetigen Abbildungen eines Raumes 
X auf eine Teilmenge eines metr. Raumes Y. Eine Abbildung sei 
zu B! gerechnet. wenn sie Grenzwert von einer Folge von Abbil- 
dungen ist, die zu B,, n < 5 gehören. 

L: sei die Klasse aller im Sinne von Borel messbaren Ab- 
bildungen. Es sei b, = L, und # analog wie #° definiert. Es gilt 
BC bÇ Li. Ist Y separabel so gilt: bè = LË. (S.S Banach: „Über 
analytisch darstellbare Operationen“ Fund. Math. 17 (1931), p. 
283—295). 

S. Banach: „Über nicht differenzierbare stetige Funktionen“. 

Es wird der Satz bewiesen, dass im Raume aller stetiger, 
reeller Funktionen diejenigen, die an irgendeiner Stelle endliche 
einseitige Ableitung besitzen, eine Menge I-er (Baireschen) Katego- 
rie bilden. Vgl. Studia Math.. Bd. 3. 

S. Ulam: „Einige Sätze über Mengen Il-er Kategorie“. 

Unter Voraussetzung der Kontinuumhypothese kann man zei- 
gen, dass 10: In jeder Menge Il-er Kategorie (in einem belie- 
bigen Raume) gibt es ein Kontinuum von elementfremden Mengen, 
die alle II-er Kategorie sind. 2% In jeder Menge, in der die 
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Bairesche Bedingung nicht erfüllt ist, gibt es Kontinuum von ele- 
mentfremden, ebensolchen Mengen. 3°: In jeder Menge, die ein 
positives äusseres (Lebesgue'sches) Mass besitzt, gibt es ein Konti- 
nuum von elementfremden, unmessbaren Mengen. 

17. III. St. Saks: „Zur Theorie der subharmonischen Funk- 
tionen“. 

Eine stetige Funktion zweier reellen Veränderlichen u(x, y) 
heisst im Gebiete G subharmonisch, wenn für jeden Punkt (xo, Yo) 
und jeden Kreis vom Radius r 

2a 
u (Xos Yo) S EC -- r cos Ÿ, y + r sind À) d? 
0 

ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist: die Funk- 
tion u(z, y) + h'x,y) ((h(x, y) ist eine beliebige harmonische Funk- 
tion) besitzt keine inneren Extrema inbezug auf einen beliebigen 
Kreis K. 

S. Kaczmarz: „Über die Dinischen Integrale“. 

Es existiert eine stetige Funktion f(z), für welche bei jedem 


1 
IX —/ ! 
x das Integral f f Fan: Je dt divergiert. Analoge Sätze gel- 
0 


ten für 


fettet LO à 
t 


und 


AS | | 
J ee — at 


Solche Funktionen f bilden im Raume aller stetigen Funktionen 
eine Menge der Il-en Kategorie. 

21. III. S. Banach: „Über additive Operationen“. 

Es werden einige Sätze bewiesen über Borelsche lineare Man- 
nigfaltigkeiten und Bairesche additive Operationen in allgemeinen 
Räumen vom Typus (B). Der Prelegent weist auf Anwendungen in 
der Theorie der Integralgleichungen bei unbeschränkten Kernen hin. 

W.Orliez: „Über eine Klasse von Räumen vom Typus (B)*. 

Die hinreichende Bedingung damit der Raum aller mit der 
Funktion N(u) integrierbaren Funktionen f von Typus (B) sei, ist: 
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Ls + N(m) . Nilu) ubg 
N(u) ist konvex; lim = 0, lim . — oo und für hinreichend 
—+ 0 


u se 
grosse u: N(2u) < K N(u). 

Diese Räume sind in vielfacher Hinsicht den Räumen Z” analog. 

(Erscheint in Bull. de l’Acad. Pol. 1932). 

12. IV. W. Sierpinski: „Über zwei Definitionen von abge- 
schlossenen Mengen“. 

Der Prelegent gibt zwei Definitionen von abgeschlossenen Men- 
sen — deren Aquivalenzbeweis das Zermelosche Auswahlaxiom be- 
nützt. Es wird ein Beispiel einer Menge konstruiert, die iın Sinne der 
einen Definition abgeschlossen ist, dagegen kann man beim gegen- 
wärtigen Stande der Wissenschaft nicht beweisen (ohne Benutzung 
dieses Axiomes), dass sie im Sinne der zweiten Def. abgeschlossen 
ist. (C. R. Soc. Sc. Varsovie XXIV. Note du 30 Avril 1931). 

E. Żyliński: „Über Systeme linearer Diferentialgleichungen*. 

Es wird eine einfache matrizentheoretische Behandlung des 
Differential-gleichuugssystems : 


n 
’ Y 
Yi u di, Yı 


ke] 


angegeben. Erscheint in den Ber. d. Lemberger Ges. d. Wiss., 1932. 

Diese Behaudlung vereinfacht manche Beweisführungen. 

9. V. K. Borsuk und S. Ulam: „Über eine neue topologi- 
sche Operation“. 

Es sei A ein kompakter Raum, es bedeute A[n] bei festen n den 
Raum von »-Tupeln von Punkten aus A. Der Abstand zweier Ele- 
mente dieses Raumes, der einen Unterraum des Raumes aller ab- 
geschlossenen Mengen von A bildet, sei nach Hausdorff definiert. 
U. a. wird bewiesen, dass /[n], wo / das Intervall 0< x 1 be- 
deutet, nur für n < 3 mit dem euklidischen Fundamentalquader in 
R, homöomorph ist. 

(S. K. Borsuk und S. Ulam: „On Symmetric products of 
topological spaces“. Bull. of the Amer. Math. Soc., 9 dec. 1931). 

S. Kaczmarz: „Effektives Beispiel für Dinische Integrale“. 

Es wird eine periodische Funktion f(x) konstruiert, für wel- 


1 = m . ` 
che das Integral | (la ram 8 Les 270) gą in jedem Punkte 
0 


gleich -+ oo ist. Es ergibt sich die Richtigkeit des Satzes, wonach 
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solche Funktionen im Raume aller stetigen Funktionen eine Menge 
von Il-er Kategorie bilden. 

25. V. S. Banach: „Über isometrische Abbildungen von 
Vektorräumen“. 

L” bedeute den Raum aller mit der p-ten Potenz integrier- 
baren Funktionen, /@ den Raum aller mit der p-ten Potenz kon- 
vergenten Reihen, mit entsprechender Abstandsdefinition. Es wird 
bewiesen, dass für p + 2-kq, L” und W sich nicht aufeinander 
isometrisch abbilden lassen. 

A. Zygmund: „Reisebericht“. 

Prelegent berichtet über seine Studienreise nach England im 
J. 1929/30. 

2. VI. K. Borsuk: „Anwendungen der Funktionalräume in 
der Topologie“. 

Es werden einige Anwendungen des Funktionalraumes aller 
stetigen Abbildungen eines kompakten Raumes R auf die n-dimen- 
sionale Hypersphäre À, angegeben. Einige kombinatorische Eigen- 
schaften des Raumes R lassen sich auf diesem Wege mit Hilfe der 
punktmengentheoretischen Methoden untersuchen. 

S. Kaczmarz: „(ber ein Problem des Herrn S. Mazur- 
kiewiczé. 

Es wird eine stetige periodische Funktion / konstruiert, für 
welche bei jedem x 


lim sup 


n > O0 


1 
f (x + t) Ie t) - "SASZ 2 f (x) dtl =œ ist. 

W. Orliez: „Über unbedingt konvergente Reihen in Vektor- 
räumen“. 

Die Reihe x, von Elementen eines beliebigen Raumes X vom 
Typus (B) heisst unbedingt konvergent, wenn sie bei jeder Anord- 
nung der Elemente konvergiert. Es wird u. a. der Satz bewiesen: 
Die notwendige u. hinreichende Bedingung für die unb. K. ist: für 
jede Teilfolge x, gibt es ein x, so dass für alle linearen Funktionale 


in X die Beziehung: S /(z,) = f(x) gilt. 
i=] 
9. VI. A. Tarski: „Eine Krisis der deduktiven Methode 
in der Mathematik“. 
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Der Prelegent bespricht die Resultate von H. K. Gódel, 
‘welche die axiomatische Methode betreffen. 

13. VI. S. Banach: „Über isometrische Räume vom Typus (B)*. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Homóo- 
morphie zweier ınetrischen, vollständigen Räume A und 8 ist: Die 
Räume a, b aller auf A resp. B gleichmässig stetigen, beschränkten 
reellen Funktionen lassen sich auf einander isometrisch abbilden. 

23. VL S. Mazur und L. Sternbach: „Über Borelsche 
lineare Mengen“. 

In einem Raume vom Typus (B) sei eine Folge von linearen 
Funktionalen #',(z) definiert; wir retzen ferner voraus, dass die 
Menge der Konvergenzpunkte dieser Folge nicht abgeschlossen ist. 
Daun bildet diese Menge eine wesentliche /"% Menge. 

Daraus folgt, dass es in jeden unendlich-dimensionalen Raume 
vom Typus (B) lineare Mengen gibt, die zugleich Mengen F,, und 
(3a, aber nicht von einer niedrigeren Borelschen Klasse sind. 

27. VI. W. Sierpiński: ,Funktioneuringe“. 

Es werden Funktionenklassen © von folgenden Eigenschaften 
betrachtet: aus f eð und /,e © folgt max (f; fa) und min(/,/,)e0. 
(S. Fund. Math. 18, p. 1 ff). 

J. Schauder: „Zur Theorie der Differentialgleichung 

Ar + 2Bs + Ct =f(B: — AC > 0). 

Prelegent teilt mit, dass es ihm gelungen ist, die Randwert- 
aufgabe für die Differentialgleichung 4r--2Bs--Ct=f, ohne 
Benützung der S. Bernsteinschen Methode der Normen auf einfache 
Weise zu lösen. 

3. X. S. Mazur und S. Ulam: „Über isometrische Abbil- 
dungen von normierten Vektorräumen“. 

Es seien A, Y zwei normierte Vektorriume und y = F'(x) 
eine isometrische Abbildung des Raumes X auf den Raum Y, bei 
wecher O = f (O). Dann ist diese Abbildung additiv, d. h. 

Fa + z) = F(xy) + F(x,) für z,, t,e X. 

S. Banach: „Zur Theorie der schwachen Konvergenz in 
Funktionalräumen“. 

Es sei L eine schwach abgeschlosse Mannigfaltigkeit von li- 
nearen Funktionalen in einem separablen Raume vom Typus (B) 
von der Eigenschaft, dass aus F'(z,)  F(r)(|1z, ZA4,4 eine feste 
Zahl) für jedes F' aus L, die schwache Konvergenz von x, nach z, 
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folgt. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist: für je- 
des x lässt sich ein Funktional F'e/ finden. so dass die Norm 
IF < M ist (M eine feste Zahl), und F(x)= rl. Vgl. S. Ba- 
nach, Théorie des opérations linéaires, Annexe. 

10. X. H. Auerbach, S. Mazur und S. Ulam: „Uber 
eine charakteristische Eigenschaft des Ellipsoides“. 

Unter allen Eikörpern des dreidimensionalen Raumen ist das 
Ellipsoid dadurch gekennzeichnet, dass alle ebenen Schnitte durch 
einen festen Punkt miteinander affine Eibereiche ergeben. 

Im Anschluss daran beweist S. Mazur, dass der Hilbert- 
sche Rauın den einzigen vektoriellea, normierten, vollständigen, se- 
parablen und unendlich-dimensionalen Raum bildet, in welchem je 
zwei zwei-dimensionale lineare Mengen isometrisch sind. 

14. X. W. Niklibore: „Reisebericht“. 

Der Prelegent berichtet über seine Studienreise nach Deutsch- 
Jand im J. 1930/31. 

24. X. W. Niklibore: „Zur Potentialtheorie“. 

Es wird der folgende Satz bewiesen: Ist das von einem ho- 
mogenen Körper K herrührende Potential im Innern desselben eine 
quadratische Funktion der Koordinaten, so ist K ein Ellipsoid. 

24. X. S. Banach und S. Mazur: „Über einen universellen 
Raum“. 

Jeder separable, normierte, vektiorielle Raum ist mit einer 
Mannigfaltigkeit in dem Raume À aller im Intervalle 0< z< 1 
stetiger Funktionen, äquivalent. (Die Entfernung /, /s zweier Funk- 
tionen wird als Max /,(c) — f,(x)| angenommen). Aus diesem Satze 
ergibt sich, dass jeder separable metrische Raum mit einer Teil- 
menge von R isometrisch ist. Vgl. S. Banach, Theorie des općra- 
tions linćairs, S. 185. 

7. XI L. Chwistek: „Über die semantische Methode in der 
Grundlagenlehre der Mathematik und der Logistik I Teil“. 

Prelegent bespricht die Schwierigkeiten. die noch in der Grund- 
lagenlehre der Mathematik u. Logik bestehen und entwickelt ein 
logisches System, das auf der semantischen Methode beruht. Die 
Axiome dieses Systems bilden eine Darstellung der Operation, wel- 
che in einer Substitution eines Ausdruckes @ in einem gegebenen 
Ausdrucke F' an Stelle eines Ausdruckes E besteht. In diesem 
Systeme erweist sich das Unendlichkeitsaxiom von Russell u. 
Whitehead als entbehrlich. 
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S. Banach und S. Mazur: „Über die Räume L” und X., 

Die Räume L” und L', analog die Räume {( und / lassen 
sich nur dann aufeinander ein-eindeutig linear abbilden, wenn p=9 
ist; den Raum L” kann man auf den Raum X” nur dann einein- 
deutig linear abbilden, wenn p = q = 2 ist. 

14. XI. S. Gołąb: „Über konforme Abbildungen“. 

Es sei gegeben eine konforme Abbildung 2-ier Finslerschen 
Räume aufeinander von der Eigenschaft, dass in einem festen Punkte 
alle Winkel von der Grösse a (œ eine feste Zahl) erhalten bleiben. 
Dann ist die Abbildung konform d. h. alle Winkel werden erhalten. 

L. Chwistek: „Über die semantische Methode II Teil“. 

Der Prelegent entwickelt die Axiome der Semantik. Daran an- 
schliessend wird eine Darstellung der Arbeiten des Herrn Hetper 
gegeben, welchem es gelungen ist, die Fundamentaloperationen der 
gewöhnlichen Arithmetik auf rein semantische Operationen zurück- 
zuführen. 

21. XI W. Zygmund: „Über einige Probleme und Sätze 
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen“. 

Es wird der Satz bewiesen: Wenn Z/a,cosz + b, sin x) auf 
einer Menge von positivem Lebesgueschen Masse beschränkt ist, 
so konvergiert die Summe (a) -+ b?). Es wird u. a. ein Beispiel 
einer Fourier-Stieltjeschen trigonometrischen Reihe angegeben, die 
„tast überall“ nach Null konvergiert wobei gewisse Koeffizienten von 
Null verschieden sind. 

23. XI. S. Kaczmarz: „Über die Räume der mit einer 
Funktion -M integrierbaren Funktionen“. 

Es wird bewiesen, dass alle diese Räume mit dem Hilbert- 
schen Raume homöomoprh sind. 

28. XI. W. Sierpinski: „Über Mengen von gleicher Mäch- 
tigkeit, die nicht effektiv gleichmächtig sind“. 

Es werden Mengen gleicher Mächtigkeit definiert, so dass die 
Tatsache. dass sie gleichmächtig sind, das Auswahlaxiom zum Be- 
weise nicht erfordert. Dagegen gelingt es nicht eine ein-eindeutige 
Abbildung dieser Mengen aufeinander effektiv anzugeben. Vgl. Fund. 
Math. 18, p. 180—192. 

W. Sierpiński: „Zur Theorie der Homoien“. 

Zu je zwei Mengen A, B von der Mächtigkeit des Kontinuums 
lässt sich nicht immer eine Menge C von der Mächtigkeit des Kon- 
tinuums angeben, welche einen kleineren Homóomorphietypus hat. 
Rocznik Pol. Taw. Matem. T. X. 9 
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S. Fund. Math. 19. (Sur un probleme concernant les types de di- 
mensions). 

28. XI. M. Biernacki: „Ueber beschränkte Funktionen der 
komplexen Veränderlichen. 

Ks sei f(z) eine im Kreise z — b < k holomorphe Funktion. 
Es sei A das Maximum des reellen Teiles von f in diesem Kreise, 
M und a entsprechend die Maxima von f(z) und des reellen Tei- 
les von f(z) in dem Kreise z— b|< r, (r< R). Dann gilt: 

at 2 2 R(R +r) 
Aua 
Das Gleichheitszeichen gilt für eine entsprechend gewählte Funktion. 

5. XII W. Ślebodziński: „Zur Diferentialgeometrie*. 

12. XII W. Hurewicz: „Ueber die Abbildungen von topo- 
logischen Räumen auf die euklidischen“. 

Eine kompakte Menge von der (im Sinne von Menger-Urv- 
sohn) Dimension n kann man stetig auf einen Teil des (u + k)- 
dimensionalen euklidischen Fundamentalquaders derart abbilden, dass 
die Menge der Punkte. deren Urbildimenge mindestens 2 Punkte 
enthält, höchstens (mn — k)-dimensional ist. Für k= n+ 1 erhält 
man den Satz von Menger-Nöbeling über homóomorphe Einbettung. 


Comptes rendus des seances 
de la Societe Polonaise de Mathematiques. 
(Section de Cracovie). 


8. XI. 1930. T. Wazewski: „Sur l’unieite des intégrales 
du systeme d'équations différentielles ordinaires“ (v. Mathematische 
Zeitschrift, tome 35). 

2. V. 1931. T. Ważewski: „Sur les équations linéaires 
à coeffitients continus“. Supposons que 1°) dans le système d'équations 
EV (u/1,...,m; m < n) 
les coeffitients a, „(f,,....£,) sont des fonctions continues dans un 
ensemble Z qui appartient à l’espace à p dimensions, 2°) que ces 
équations sont indépendentes pour tout point 7=(,...,t,) ap- 
partenant a Z. Il se pose le probleme de savoir s'il existe n — m 
solutions 
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MOT). MT) (4/1,...,n — m) 


de notre système qui sont indépendentes et continues pour tout T 
appartenant a Z. 

La réponse est affirmative lorsque Z est un hypercube (ou- 
vert ou fermé) a p dimensions (ou homéomorphe d'un tel hypercube). 
Si Z n'est pas un tel hypercube la réponse peut être negative comme 
le montre un exemple donné par l’auteur. — De ce théorème ré- 
sulte un lemme auquel M. Bielecki a ramené un problème 
qui lui a été proposé par M. Wilkosz. Le théorème ci-dessus avait 
pour but de démontrer ce lemme. 

9. V. 1931. A. Bielecki: „Sur une représentation intégrale 
des hypersurfaces au moyen des fonctions implicites“. Supposone 
que le système d'équations 


IE NU" 803 (9/1,4225 78; p Ln) 


représente une hom&omorpbie entre un hypercube H ouvert à p di- 
mensions et une hypersurface © située dans l’espace a » dimen- 
sions. Supposons que les fonctions f, sont de classe C! dans H!) et 
que la matrice 


EEE?" 
ou’ "dż, | 
RT poj | > 
Dit, A If, of 
EATE 


est d'ordre p dans H. 

Il existe alors n — p fonctions F,(x,,...,x,) (A/1,...,n — p) 
qui sont de la classe C™ dans un ensemble ouvert © et telles que 
aa e A 


1°) la matrice soit d'ordre # — p dans Q et que le 


D(2,,.. 3 Ta) 
système d'équations implicites 
Malte ©) — 10 (A/1,..., R — p) 
représente la surface S. — C'est une solution d'un probleme de 


M. Wilkosz sous la forme modifiće par M. Ważewski quia pro- 
posé le précédent énoncé du théorème. 


') C.-a-d. possèdent dans H des dérivées partielles continues du pre- 


mier ordre, 


9* 
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31. X. 1931. S. Gołąb: „Sur la représentation conforme“. 
Si une transformation d'une surface de Riemann sur une autre con- 
serve un angle fixe a (0 < |a — a | < x) alors cette transformation 
constitue une reprćsentation conforme. 

5. XII. 1931. ih PE Mets „Sur un problème intégral 


„et y) —_ gu 


® ` » r e 02 y 
relatif à l'équation —-——- en A(x 


L’auteur construit une fonction eh qui possede dans un 
ensemble simplement connexe Q des dérivées partielles continues 
de tous les ordres et telle que toute intégrale de l'équation par- 
tielle ci-dessus qui 1°) est valable dans Q tout entier et qui 
20) possède dans Q des dérivées partielles continues du premier 
ordre, est constante. Toute intégrale premiere (valable dans ©) 


+ — A (z. y) est constante. Par conséquent tout 
facteur intégrant (valable dans (2 tout entier) de cette équation est 
identiquement nul dans Q. 

12. XII. 1931. W. Urbański: „Sur le parcours integral des 
solutions des équations différentielles ordinaires“. L'auteur démontre 
que dans certaines hypothèses les intégrales d'un systeme en ques- 
tion qui se condensent sur elles-mêmes (sans être périodiques) con- 
stituent un ensemble de la deuxième catégorie de Baire. 


de l’équation ordinaire 


Deuxième Congres 
des Mathematiciens Polonais, Wilno 1931. 


I. Organisation du Congrès. 

Le premier Congrós Polonais de Mathómatique qui a eu lieu 
a Lwow en 1927 a décidé de réunir le deuxième Congrès en 1931 
en un lieu dósignć par la Societe Polonaise de Mathematique. La 
Société Polonaise de Mathématique était de plus chargée de s'oc- 
cuper de l’organisation du Congrès. 

En novembre 1930, la Section de Wilno de la Société Polo- 
naise de Mathématique a présenté au Conseil de la Société la pro- 
position d’organiser le deuxieme Congres a Wilno. 

Le Conseil de la Socićtć a acceptć cette proposition le 7 jan- 
vier 1931 et a confié l’organisation du Congrès à la Section de 


Wilno, qui a formé le Comité d'organisation, composé comme 
il suit: 
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President: Wiktor Staniewicz, 

Vice Presidens: Juljusz Rudnicki, Władysław Dziewulski, 
Secretaire: Stefan Kempisty, 

Tresorier: Kazimierz Jantzen, 

Rapporteur du programme: Antoni Zygmund, 

Intendant: Stanislaw Krystvn Zaremba, 

Membres: Waclaw Dziewulski, Jözef Patkowski, 


Jan Weyssenhoff, 


Le President de la Societe Polonaise de Mathematique, M. le 
Prof. Kazimierz Bartel a obtenu du Ministere de l’Instruction Pu- 
blique et des Cultes les fonds nécessaires à l’organisation du 
Congres. 

Le Comite d'organisation a fixć le Congres 4 la date du 23 
au 26 septembre 1931 sous le nom de Deuxieme Congres des Ma- 
thématiciens Polonais et a adressé en avril les invitations à tous 
les membres de la Société Polonaise de Mathematique ainsi que 
à tous les mathématiciens polonais et Ctrangers qui ont pris part 
au Congrès de Lwöw, au Premier Congrès des Mathématiciens des 
Pays Slaves ou qui ont collaboré aux publications polonaises. 

À ces invitatious ont été jointes des cartes portant les titres: 
Bulletin d’Adhesion et Sujet de la communication, à remplir et 
à renvoyer au Comité d'organisation. 

Les Membres du Congrès étaient divisés en membres effectifs 
payant 15 zlotys et en membres associés payant 10 zlotys. Les 
membres étrangers étaient exonérés du paiemunt de ces taxes. 

En juin 1931, on a adressé aux mêmes personnes un avis dé- 
taillé contenant le programme provisoire du Congrès et les condi- 
tions du voyage et du séjour à Wilno. 

Pendant les vacances de lété 1929, il a été envoyé à tous les 
membres du Congrès des cartes de congressiste. Sur la présentation 
de cette carte ou de l'invitation, les Consulats Polonais dólivraient 
gratuitement les visas d'entrée en Pologne. 

A leur arrivée à Wilno les membres. recevaient au Bureau d’In- 
formation, à la gare, le plan de la ville et des cartes désignant les 
logements. 

Le jour de l'ouverture du Congrès, le Bureau du Comité d'or- 
ganisation a distribué aux congressistes le programme du Congrès 
contenant les sujets des communications scientifiques annoncées. 
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Le siege du Congrès se trouvait au bâtiment principal de 
l’Université Stefan Batory. 

Le Bureau du Comitć d'organisation a delivre a tous les 
Congressistes ne jouissant pas des réductions spéciales sur les che- 
mins de fer polonais, des cartes donnant droit a une réduction de 
60°, pour le retour de Wilno, c'est à dire, pour les membres étran- 
gers, jusqu'à un point frontière A leur choix. La Direction de la 
Bibliothèque de l’Université a ouvert a l’occasion du Congrès une 
exposition des oeuvres de mathématiques éditées par l'Université 
de Wilno avant sa fermeture en 1832 et des anciens instruments 
astronomiques de l’ohservatoire de l’Université. 

Le Comité d'organisation profite de cette occasion pour re- 
mercier cordialement tous ceux qui ont bien voulu contribuer à la 
réalisation du Congrès et en particulier le Comité des Dames qui 
a organist la première réunion des congressistes et les excursions 
pour les membres associés. Nous tenons aussi à souligner la parti- 
cipation active des étudiants de l'Université Stefan Batory aux tra- 
vaux des Bureaux de Renseignements. 


ll. Liste des Délégués. 


Délégué de l’Université de Paris et de la Société Mathematique 
de France 
M. Arnaud Denjoy. 
Délégué de l’Université de Cluj et de la Société Mathématique de 
Roumanie 
M. Petre Sergescu. 
Délégué l’Académie des Sciences et de l’Université de Belgrade 
M. Antoine Bilimowitch. 
Délégué de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie 
M. Waclaw Sierpinski. 
Délégué de la Faculté des Sciences de l’Université de Lwów 
M. Hugo Steinhaus. 
Délégué de l’École Politechnique de Varsovie 
M. Stefan Straszewicz. 
Délégué de l’École Polytechnique de Lwöw 
M. Kazimierz Kuratowski. 
Délégué de la Société des Amis des Sciences de Wilno 
M. Władysław Dziewulski. 
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Délégué de la Faculté des Sciences de l’Université Stefan Batory 
M. Kazimierz Jantzen. | 

Délégué de l'Association des Professeurs des Écoles Secondaires et 
Supérieures 
M. Waclaw Sierpinski. 


Ill. Séance d'ouverture. 


Le Congrès a été solennellement ouvert le jeudi 23 septembre 
a 11 heures dans l'Aula de l'Université Stefan Batory en présence 
de M. Zygmunt Beczkowicz, Woiewoda de Wilno, de M. Alexandre 
Januszkiewicz, Recteur de l’Université Stefan Batory, de M. Józef 
Folejewski, Président de la Ville de Wilno, de M. Kazimierz Sze- 
lagowski, Directeur de l’Enseigiment à Wilno et de tous les Délé- 
gućs offciels. 

En remplacement du President du Comite d'orgunisation M. 
le Prof. Wiktor Staniewicz, retenu pour cause de maladie loin 
de Wilno, M. le Prof. Jules Rudnicki, Vice-Président du Comité, 
a salué au nom du Comite les délégués officiels et tous les hôtes 
du Congres. Il a ensuite exprimé les remerciements du Comité au 
Ministère des Cultes et de l’Instruction Publique, au Ministere des 
Affaires Etrangères et au Ministère des Cominunications pour les 
subventions et facilités accordées au Congrès et a M. le Recteur 
qui a mis à la disposition du Congrès les bâtiments de l'Université. 

M. le Prof. J. Rudnicki a proposé ensuite l’élection de M. le 
Prof. Dr. hon. Samuel Dickstein comme président du Congrès. Cette 
proposition a été acceptée à l'unanimité. 

M. le Prof. S. Dicksteiu en assuimaut la présidence du Con- 
gres a proposé envoyer un télégramme d'exprimant les hommages 
du Congres a M. le Prof. Dr. Ignacy Mościcki, Président de la Ré- 
publique Polonaise. 

Il a ensuite proposé de compléter le Bureau du Congrès par 
M. M.: 

M. le Prof. Dr. Arnaud Denjoy, Président d'Honneur, 

M. le Prof. Dr. Pierre Sergescu, President d'Honneur, 

M. le Prof. Dr. Antoine Hoborski, Vice-président, 

M. le Prof. Dr. Stefan Kempisty, Secrétaire Général. 

Au cours de la séance ont été prononcés les discours suivants: 
M. le Président, en saluant le Congrès, parle des temps où il était 
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eleve de la „Szkoła Glöwna“, l'Université de Varsovie, où ensei- 
gnaient les anciens professeures de l’Université de Wilno. Il souligne 
ensuite le dóveloppement des sciences mathómatiques en Pologne 
surtout au cours de ce siècle. En constatant l'importance des tra- 
vaux du Premier Congrès des Mathématiciens Polonais qui a eu 
lieu a Lwów en 1927, il croit au succès du présent Congrès. 

M. le Recteur Dr. A. Januszkiewicz salue le Congres au nom 
de l'Université Stefan Batory. 

M. le Prof. Dr. Wacław Sierpiński prononce au nom de la 
Société Scientifique de Varsovie et de la Société des Instituteurs 
des Écoles secondaires et supérieures le discours reproduit ci-dessous: 


Przemówienie Prof. Dra Wacława Sierpińskiego. 

W imieniu najwyższej instytucji naukowej w stolicy Panstwa, 
Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, oraz w imieniu Towarzy- 
stwa Nauczycieli Szkół Średnich i Wyższych mam zaszczyt powitać 
Zjazd i złożyć mu życzenia jaknajlepszych wyników. 

II-gi Zjazd Matematyków Polskich odbywa się w trudnych, 
bardzo trudnych dla nauki polskiej warunkach. Ogólny kryzys eko- 
nomiczny odbił się w pierwszym rzędzie na nauce, a w szczegól- 
ności na wydawnictwach naukowych. Dotacje i subwencje na te 
wydawnictwa zostały wstrzymane, albo znacznie uszezuplone. Towa- 
rzystwo Naukowe Warszawskie zmuszone było zamknąć szereg swoich 
pracowni, w szczególności swój gabinet matematyczny, oraz wstrzy- 
mało wydawanie swych Sprawozdań, które pod względem matema- 
tycznym tak poważnie zaczęły się przedstawiać. Pracownicy naukowi, 
dotknięci znaczną redukcją płac, znajdują się w niezmiernie cięż- 
kich warunkach materjalnych, toteż wielu z nich nie mogło przy- 
być na nasz Zjazd. Mimo to wszystko wdzięczni jesteśmy organi- 
zatorom Zjazdu, że go doprowadzili do skutku, gdyż niewątpliwie 
wzniesie on promień światła i nadziei w naszą ciężką atmosferę. 

Do życzeń w imieniu wymienionych Towarzystw dołączam 
jaknajlepsze życzenia dla Zjazdu w imieniu Redakcji „Fundamenta 
Mathematicae“. 

M. K. Szelagowski exprime ses souhaits au Congrès comme 
Directeur de l'Enseignement a Wilno. 

Ensuite ont salué le Congrès les délégués: 

M. le Prof. Dr. Ladislas Dziewulski, M. le Prof. Dr. Casimir 
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Jantzen, M. le Prof. Dr. Casimir Kuratowski, M. le Prof. Dr. Hugo 
Steinhaus, et M. le Prof. Dr. Stefan Straszewicz. 

M. Arnaud Denjoy apporte au Congrès de Wilno le salut, les 
compliments et les voeux de l’Université de Paris et de la Société Ma- 
thématique de France. [l remercie l'assistance de l'avoir appelé avec 
son collègue roumain, le professeur Sergesco, à la présidence d’hon- 
neur du Congrès. [l considère cette faveur comme étant décernée 
non pas à sa personne, mais à la science de son pays et continue 
en ces termes. 

„Je ne cacherai pas ma profonde satisfaction de me trouver 
pour la première fois en Pologne. Votre pays a toujours tenu une 
place de prédilection dans le coeur de tout Français. Notre libéra- 
lisıne a peudant plus d'un siècle, alimenté son ardeur et sa foi a vos 
revendications et a vos aspirations nationales“. 

„Mais, en ce qui me concerne, J'ajoute à ces dispositions sen- 
tiıneutales l’attachement non moins protond créé par les affinités 
intellectuelles. Je suis un admirateur passionné de la brillante plé- 
iade de mathématiciens dont la Pologne peut aujourd’hui se montrer 
légitimement fiere. Des diverses écoles mathématiques qui se déve- 
loppent dans le monde, aucune, sauf celle que dirige à Moscou mon 
cher ami Lusin, n'éveille en moi par ses tendances et par ses ré- 
sultats autant d'intérêt que la vôtre, aucune n'en suscite davantage“. 

M. Arnaud Denjoy conclut en exprimant au Congrès ses voeux 
les plus chaleureux de succès. 

M. le Prof. Dr. Pierre Sergescu prononce le discours suivant: 


Szanowni Państwo. 


Oto po raz trzeci mam już zaszczyt brać udział w Kongresie 
Matematyków w Polsce, przynosząc Wam życzenia jaknajlepszego 
powodzenia i rozkwitu od Towarzystwa Matematycznego Rumun- 
skiego i od Uniwersytetu w Cluj, którego jestem delegatem. Zdaje 
mi się, że od pewnego czasu wracamy do dawnej tradycji ścisłych 
stosunków przyjaznych naukowych pomiędzy Polską a Rumunją. 
Będzie to naturalnie z wielką korzyścią dla idei unji narodów i dla 
nauki. 

Aby ograniczyć się tylko do matematyki, polscy uczeni stwo- 
rzyli szkołę, z której mógłby być dumny każdy kraj. Z powodu 
Waszego wydawnietwa ,Fundamenta Mathematicae* — oraz młod- 
szego od niego wydawnictwa „Studia Mathematica“ — mówi się 


138 


z podziwem o Polsce we wszystkich centrach naukowych świata. 
Wasze Kongresy we Lwowie i w Warszawie przyczyniły się nie- 
mało do postępu nauki. 

My Rumuni, korzystając z węzłów przyjaźni naukowej tak 
płodnej pomiędzy naszymi narodami, wzięliśmy za wzór nasz, Wasz 
ruch matematyczny. Dlatego też nasze życzenia sławy i powodzenia 
dla Waszych prac pochodzą zgłębi naszego serca. 

My również założyliśmy nasze pismo Mathematica, które 
szczyci się współpracownictwem polskich uczonych, takich jak pro- 
fesor Sierpiński, oraz panowie Rosenblatt, Biernacki. Nikodym, 
Sachs i t. d. Pragniemy, aby to współpracownietwo polsko-rumun- 
skie rozwijało się coraz szerzej. 

Zawsze idąc za Waszym przykłudem zorganizowaliśmy w roku 
tysiąc dziewięćset dwudziestym dziewiątym, w Cluj, pierwszy Kon- 
gres Matematyków rumuńskich. Wielki uczony, chluba Szkoły Ma- 
tematyczuej Polskiej, protesor Sierpiński, zechciał łaskawie przynieść 
Dam swoje poparcie moralne, oraz wyrazy syinpatji inatematyków 
polskich. Zaszezycil nas również serją wykładów swych na Uniwer- 
sytecie w Cluj, za co jesteśmy mu niewypowiedzianie wdzięczni. 

Na przyszły rok, na Wielkanoc, matematycy rumuńscy zjadą 
się na drugi ich Kongres w Turnu-Severin, mieście położonem 
u słynnych Żelaznych Wrót Dunaju. Nie mam chyba potrzeby mó- 
wić, jak szczęśliwi będziemy, jeżeli zechcecie Panowie przybyć do 
nas jaknajliczniej i z jaką radością Was powitamy. Dumny jestem, 
że przypada mi dziś misja zaproszenia Was na nasz Kongres imie- 
niem matematyków rumuńskich. I mam niepłonną nadzieję, że doda 
Wasza bytność u nas jeszcze jedno ogniwo do długiego łańcucha 
wiekowych stosunków naukowych, łączących oddawna nasze kraje. 

M. le Prof. Dr. Antoine Bilimovitch apporte le salut de l’Aca- 
dćmie des Science et de l’Université de Belgrade. 

Le Secrétaire Général présente an Congres les télégrammes 
et les lettres adreisées au Congrès et an Comité d'organisation 
par M. M: 

M. Janusz Jedrzejewiez, Ministre de l’Instruction Publique. 

Les Recteurs des Universités de Varsovie, de Lwów, de Po- 
zuan, de l'Ecole Supérieure de Commerce de Varsovie et de l'Ecole 
Supérieure d'Agriculture de Varsovie. le Président de la Société Po- 
lonaise de Mathématique, Prof. Dr. Casimir Bartel, le Président de 
la Société Scientifique de Varsovie, Prof. Dr. Casimir Żórawski, 
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le Vice-Président de la Socićte Polonaise de Mathématique, Prof. 
Dr. Stanislas Zaremba. 

M. M. les Professeurs: O. Blumenthal (Aachen), A. Fraenkiel 
(Kiel), G. Fubini (Turin), F. Hausdorff (Bonn). M. Hlavaty (Prague), 
M. T. Huber (Lwów) L. Lichtenstein (Leipzig), St. Mazurkiewicz 
(Warszawa), P. Montel (Paris), K. Petr (Prague), G. Raego (Tartu), 
A. Rosenblatt (Cracovie), S. Ruziewicz (Lwów), N. Sakellariou (Athe- 
nes), L. Tonelli (Pisa), G. Vitali (Bologne), E. Zermelo (Frei- 
burg). 

A la fin de lu Séance, l'assemblée a décidé d'envoyer des té- 
legrammes a M. le Prof. Casimir Bartel, President de la Societć 
Polonaise de Mathématique et au Prof. Victor Staniewiez, Presi- 
dent du Comité d’organisation du Congres. 


IV. Séances plénières. Liste des conférences. 


Les séances plénières du Congrès ont eu lieu le 23 septem- 
bre de 16 a 13 heures, le 24 de 10 heures à midi et le 25 de 
10 heures à midi. Nous donnons ci-desous la liste des conferences 
faites a ces séances. 

**Mazurkiewiez Stefan: O zastosowaniu pojęcia kategorji w ana- 
lizie i topologji. — Sur l’application de lu irotion de catégorie dans 
lanalyse et dans la topologie. 

Banach Stefan : Zagadnienia przestrzeni wektorjalnych. — Les 
problèmes des espaces vectoriels. 

Kuratowski Kazimierz: Operacje logiczne a problemy efek- 
tywności. — Les opérations logiques et les problèmes d’effectivite. 

Denjoy Arnaud: La distinction des propriétés descriprives et 
métriques dans la théorie des ensembles et des fonctions. 

Sierpiński Wacław: Pierścienie zbiorów i pierścienie funk- 
cyj. — Les anneaux d’ensembles et les anneaux de fonctions. 

*Zaremba Stanislaw: Pogląd na współczesny stan teorji po- 
tencjalu. — Vue d'ensemble sur l'état actuel de la théorie du po- 
tentiel. 

Dickstein Samuel: Wronski, Bulzano, Comte, filozufowie mate- 
matycy XIX stulecia. — Wroński, Bolzano, Comte mathématiciens- 
philosophes de XIX siecle. 

M. Godofredo Garcia de Lima (Peru) a fait hommage au 
Cougrès de ces derniers travaux de mécanique rationnelle. 
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V. Sections du Congrès et leurs Présidents. 


Le Congrès comprenait les six sections suivantes: 

I. Logique, Principes des mathématiques. 

II. Théorie des enserables, Topologie, Thécrie des fonctions 
réelles. 

III. Arithmetique, Algebre, Analyse. 

IV. Geometrie. 

V. Physique mathématique, Astronomie, Mathématiques ap- 
pliquées. 

VI. Questions didactiques, Histoire des mathématiques. 

La section I a tenu une séance le 23 septembre à 18 heures. 
au cours de laquelle ont ćte présentées deux cominunications. La 
présidence de cette section appartenait a M. K. Kuratowski. 

La section II a tenu aussi une séance, le 24 septembre, à 16 
heures, au cours de laquelle ont été présentées six communications. 
La présidence appartenait à M. S. Banach. 

La section III a tenu trois séances, le 24, le 25 et le 26 sep- 
tembre à 16 heures, au cours desquelles ont été présentées 16 com- 
munications. La présidence appartenait à MM. A. Hoborski, F. Leja, 
T. Wazewski, et S. K. Zaremba. 

Le section [V a tenu une séance le 25 septembre à 16 heu- 
res, au Cours de laquelle ont été présentées six communications. La 
présidence appartenait à M. W. Ślebodziński. 

La section V a tenu deux sćances, le 24 et le 25 septembre, 
au cours desquelles ont été présentées 9 communications. La pre- 
sidence appartenait a M. J. Neyman. | 

Le section VI a tenu trois séances, le 23, le 24 et le 25 sep- 
tembre, au cours desquelles ont été présentées 9 communications. 
La présidence appartenait à MM. J. Rudnicki et M. Rusiecki. 


VI. Liste des communications. 


Sekcja I Section. 


Lindenbaum Adolf: Formalizacja elementarnego rachunku, — 
Formalisation du calcul élémentaire. 

Jaskowski Stanisław : Z topołogji brył. — Sur la topologie 
des solides. 
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Sekcju II Section. 

*Hurewicz Witold: Przestrzenie ogólne, a przestrzenie Eukli- 
desowe. Les espaces abstraits et les espaces euclidiens. 

Borsuk Karol: O pewnem continuum peanowskiem. —- Sur 
un continu péanien. 

Lidenbaum Adolf: Badania nad własnościami metrycznemi 
mnogości punktowych. — Etudes des propriétés métriques des en- 
sembles de points. 

Knaster Bronisław: O pewnem zagadnieniu z topologji. — 
Sur un probleme de topologie. 

Sierpiński Wacław: Uwagi o ciągach funkcyj. — Remarques 
sur les suites de fonctions. 

Kempisty Stefan: O funkcjach kwaziciągłych. — Sur les fonc- 
tion quasicontinues. 

Ulam Stanisław: O izometrji w przestrzeniach wektorjalnych. — 
Sur l'isométrie dans les espaces vectioriels. 


Sekcja III Section 

“Tonelli Leonida: Sull'esistenza del minimo in problemi di 
(alcolo delle Varazioni. 

*Vitali Giuseppe: Le varie derivazioni Covarianti nel Caleolo 
Assoluto considerate come casi particolari di una medesima ope- 
razione. 

**Abramowicz Kazimierz: Sur la transformation des fonctions 
hyperfuchsiennes. 

Hoborski Antoni: O układach zupełnych równań różniczko- 
wych cząstkowych. — Sur les systemes complets d’equations aux 
derivees partielles. 

**Rosenblatt Alfred: O istnieniu i jedyności calek równań 
różniczkowych o pochodnych cząstkowych. — Sur l'existence et 
l'unicité des intégrales des équations aux dérivées partielles. 

Ważewski Tadeusz: O jednotliwości całki układu równań róż- 
niczkowych zwyczajnych — Sur l’unicité des intégrales des systè- 
mes d'equations differentielles ordinaires. 

Zaremba Stanisław Krystyn: O osobliwościach równania róż- 
niczkowego zwyczajnego rzędu pierwszego. — Sur les singularitćs 
d'une &quation differentielle ordinaire du premier ordre. 

Sergescu Petre: Quelques propriétés des polynomes. 

*Montel Paul: Remarque sur la communication de M. Sergescu. 
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Hoborski Antoni: O pochodnej funkcji złożonej. — Sur la 
dérivée d’une fonction composée. 

Leja Franciszek: Z teorji szeregów wielomianów. — Sur la 
theorie des series de polynómes entiers. 

Steinhaus Hugo: O szeregach, których wyrazy zależą od przv- 
padku. — Sur les series, dont les termes dependent du hasard. 

** Jacob Mojżesz: O sprzężonych szeregach ortogonalnych. — 
Sur les series orthogonales conjuguées. 

Zygmund Antoni: O szeregach Legendre'a. — Sur les sćries 
de Legendre. 

Lichtenstein Leon: Uwagi o równaniach całkowych obciążo- 
nych. — Remarques sur les ćquation integrales. 

Kerner Michał: Całka funkcyj abstrakcyjnych 1 zastosowania. — 
L’integrale des fonctions abstraites et application. 

Steckel Samuel: O iteracjach funkcji kwadratowej. — Sur 
les iterations du trinöme du second degre. 

Ślebodziński Władysław: O niezmiennikach całkowych równań 
Hamiltona. —— Sur les invariants integraux des équations de Ha- 
milton. 


Sekcja IV Section. 


*Godeaux Lucien: Les quadriques de Tzitzeica et la theorie 
des surfaces. 

*Hlavaty Vaclav: Invariants projectifs des courbes. 

Hoborski Antoni: O krzywiźnie krzywej spodkowej. — Sur 
la courbure de la podaire. 

Slebodziński Władysław: Przekształcenia izomorficzne prze- 
strzeni o koneksji afinalnej. — Les transformations isomorphes des 
espaces a connexion affine. 

Gołąb Stanisław: O pojęciu linji geodezyjnych w różnych 
przestrzeniach. — Sur la notion de ligne géodésique dans les di- 
vers espaces. 

Dniestrzański Roman: O pewnych własnościach krzywych 
owalnych. — Sur quelques proprietćs des courbes ovales. 


Sekcja V Section. 


Grużewska Halina: O pewnej metodzie oblicznia wartości pla- 
ców w miastach. — Sur une methode de valorisation des terrains 
a batir dans les villes. 
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**Babski Bohdan: Teorja matematyczna podatku. — Une theo- 
rie mathématique de l’impöt. 

A Babski Bohdan: Ogólny wzór umarzania pożyczek długoter- 
minowych. — Une formule générale pour l’amortisation des em- 
prunts à long terme. 

Neyman Jerzy: O zagadnieniu k prób. — Sur le problème de 
k essais. 

Neyman Jerzy: O ostatnich wynikach w teorji wiarogodności 
hipotez statystyeznych. 

**Kampé de Feriet Joseph: Sur une classe de mouvements 
de revolution d'un fluide visqueux incompressible. 

Bilimovitch Antoine: Sur le mouvement d'un systeme materiel 
peu différent d'un corps solide. 

**Rosenblatt Alfred: Zagadnienie turbulencji. — Le problème 
de la turbulence. 

**Denizot Alfred: Kilka uwag dotyczących sposobu wyprowa- 
dzania równań Eulerowskich. — Quelques remarques sur la façon 
d'introduire des équations d’Euler. 

**Babski Bohdan: dziedziny balistyki teoretycznej (calko- 
wanie równań ruchu). — Sur un point de la ballistique thćorique 
(integration des équations du mouvement). 

Neyman Jerzy: O statystycznej metodzie rozwiązania pewnego 
zagadnienia serologicznego. — Sur une methode statistique servant 
a resoudre un probleme de serologie. 

Neymann Jerzy: Działalność naukowa 8. p. Władysława 
Bortkiewieza. — L'activite scientifique du regretté Ladislas Bort- 
kiewicz. 

Wolibner Władysław: Twierdzenie o istnieniu w nieskończe- 
nie długim czasie regularnego ruchu płaskiego cieczy doskonałej. — 
Le théorème d'existence d'un mouvement plan régulier d'un liquide 
parfait dans un temps iufiniment long. 

Wolibner Władysław: Twierdzenie o istnieniu w nieskończe- 
nie długim czasie regularnego ruchu płaskiego nieściśliwej cieczy 
lepkiej. — Le théorème d'existence d'un mouvement plan régu- 
lier d'un liquide incompressible visqueux dans un temps infini- 


ment long. 
Kołodziejczyk Stanisław: Sprawdzanie hipotezy o stałości praw- 
dopodobieństwa. — Verification de I'hypothóse de la constance de 


la probabilité. 
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Sekcja VI Section. 


Sergescu Petre: Sur les traits essentiels des mathématiques 
dans l’antiquite. 

Birkenmajer Aleksander: Stanowisko historji matematyki w na- 
uczaniu uniwersyteckiem. — La róle de Vhistoire des mathómatiques 
dans l’enseignement universitaire. 

Rudnicki Juljusz: O nauczaniu arytmetyki liczb rzeczywistych 
w szkole średniej. — [L'enseignement de I'arithmetique des nombres 
réels dans l'école secondaire. 

Sieczka Franciszek: Próba nowej praktycznej metody naucza- 
nia matematyki pod kierunkiem nauczyciela. — Essai d'une neu- 
velle methode pratique de l'enseignement des mathématiques sous 
la direction de l’instituteur. 

Frycz Kazimierz: O próbie zastosowania zmodyfikowanego sy- 
stemu Daltońskiego przy nauczaniu matematyki w wyższych kla- 
sach gimnazjalnych i seminarjach nauczycielskich. -- Essai d'appli- 
cation du system Daltonien modifié dans l'enseignement des ma- 
thématiques dans les classes supérieures des Gymnases et des sé- 
minaires d'Instituteurs. 

Steckel Samuel: O uczniowskich kółkach matematycznych 
w szkole średniej. — Les cercles mathémetiques des écoliers dans 
l'école secondaire. 

Jantzen Kazimierz i Bielecki Bronisław: Niedomagania szkoły 


średniej w zakresie nauczania matematyki. — Les défauts de l'en- 
seignement des mathématiques dans les écoles secondaires. 
Straszewicz Stefan: Teorja rzutu skośnego w szkole. - La 


theorie de la projection oblique à l’école. 

Les conférences et les communications précédées d'un asté- 
rique ont été lues, d’après le manuscripts envoyés par les auteurs. 
par d'autres membres du Congrès. Les conferences et les commu- 
nications précédées de deux astériques n’ont pas eu lieu. 


VII Réceptions et exeursions. 


La présentation des Congressistes a eu lieu dans une reunion 
organisée au Foyer des Etudiants dans la soirée du 23 septembre. 
Un banquet a eu lieu 25 au soir à l’hotel „St. Georges“. 

Le 23 septembre depuis midi jusquà 14 heures. le 24 entre 
midi et 13 heures et le 25 après 16 heures, les membres du Con- 
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gres ont visite la ville et PUniversitć, conduits par M. F. Ruszczyc, 
Professeur a la faculté des Beaux-Arts de l'Université Stefan Ba- 
tory: En outre. le premier jour du Congres, ses membres. apres 
avoir vu la ville, se sont rendus a l’Observatoire de l’Universite, ou 
ils ont été reçus par MM. les Professeurs Ladislas Dziewulski et 
Casimir Jantzen. Ils ont aussi visite Pexpusition des oeuvres de 
mathématiques, éditées par l’Université de Wilno avant sa ferme- 
ture en 1832 et des anciens instruments astronomiques de l’Obser- 
vatoire de l’Université ou MM. le Dr. A. Łysakowski directeur de 
la Bibliotheque de l'Université, le Dr. A. Birkenmajer et le Dr. S. 
Lisowski leur ont fourni des explications Le 25 septembre, les 
Congreesistes se sont rendus en autobus a Troki oü ils ont visite le 
lac, les ruines du château, l’église et la kienesse caraime, où ila 
ont été reçus par le bazan. M. S. Firkowicz. 


VIII. Séance de clôture. 

La séance de clôture du Congrès a en lieu le 22 septembre 
a 18 heures sous la présidence de M. le Professeur S. Dickstein 
dans l’Aula de l'Université Stefan Batory. M. le Professeur W. Sier- 
piński, comme président du Premier Congrès des Mathématiciens 
Polonais à Lwöw en 1927, a rendu compte de la réalisation des 
résolutions votées par ce Congres, en faisant savoir que tous les 
voeux émis par le Congrès précédent ont été réalisés 

Ensuite le Congrès a adınis à l'unanimité les résolutions sui- 
vantes : P 

l. Eu ce qui concerne le Congrès suivant: 

Le deuxième Congrès des Mathématiciens Polonais décide de 
convoquer un troisieme Congres des Mathématiciens Polonais en 
1935 en un lieu que designera la Société Polonaise de Mathóma- 
tique, qui s’occupera de l'organisation de ce Congrès. 

2. En ce qui concerne la publication des résultats des re- 
cherches scientifiques: 

Le deuxieme Congrès des Mathématiciens Polonais considere 
qu'aucune raison d'économie ne peut justifier la réduction des fonds 
destinés à la publication des résultats de l’activité scientifique po- 
lonaise. Les frais d'impression des résultats des recherches scienti- 
fiques sont tellement minimes par rapport à l'effort nécessaire pour 
les obtenir et a l’immense travail que lon y met, et le dommage 
résultant du retard dans la publication des découvertes scientifiques 
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est tellement grand et tellement évident, que la diminution des 
moyens consacrés à ce but serait un grand dommage infligé à la 
civilisation polonaise. 

8. En ce qui concerne l’enseignement des mathématiques dans 
les écoles secondaires: 

Le deuxième Congrès des Mathématiciens Polonais considère 
qu'il serait utile, dans les programmes d'enseignement des mathé- 
matiques des éroles secondaires: a) de restituer dans les lycées du 
type néoclassique le nombre de leçons de mathématiques de 1927: 
b) de diminuer le nombre des problèmes a discussion. 

4. En ce qui concerne la formation des professeurs de ma- 
thématiques dans les établissements secondaires: 

Le deuxième Congrès des Mathématiciens Polonais considère 
comme désirable d'introduire dans les programmes d'examens pour 
les professeurs d'enseignement secondaire: les mathématiques ele- 
mentaires considérées d’un point de vue supérieur et des éléments 
d'histoire des mathématiques. 

5. En ce qui concerne les professeurs de mathématiques exe- 
cutant des travaux de recherches: 

Le deuxième Congrès des Mathématiciens Polonais renouvelle 
Ja résolution du premier Congres relative aux jeunes travailleurs de 
la Science et constate avec regret que, malgré la circulaire du Mi- 
nistère des Cultes et de l'Instruction publique, les directeurs des 
écoles secondaire ne prennent pas suffisamment soin des professeurs 
exécutant des travaux de recherches. 

6. En ce qui concerne la publication de la correspondance de 
Jean Sniadecki: 

Le deuxieme Congres des Mathématiciens Polonais appuie 
chaleureusement l’initative des professeurs de l’Université Stefan Ba- 
tory concernant la publication de la correspondance de Jean Snia- 
decki du temps de son séjour a Wilno. 

Apres le vote de ces résolutions, ont pris la parole MM. les 
professeurs A. Denjoy, P. Sergescu et S. Dickstein, Président du 
Congres, après quoi le Congrès a été déclaré comme clos. 


IX. Liste des Membres du Congrès. 


Abramowiez Kazimierz, Dr. Doc. Uniw. Zast. Prof. Uniw., Poznan. 
Abrumowiczówna Izabela, Prof. gim., Poznan. 
Banach Stefan, Dr. Prof. Uniw., Lwów. 
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Babski Bohdan, Prof. gim., Laski. 
Bielecki Bronislaw, Instruktor Ministerjalny Matematyki, Warszawa. 
Bielska Kamila, Prof. gim., Wilno. 
Biernacki Mieczyslaw, Dr. Prof. Uniw., Poznan. 
Bilimovitch Antoine, Dr. Prof. Uniw., Belgrad. 
Bilimovitch Marie. 
Birkenmajer Aleksander, Dr. Zast. Prof., Kraków. 
Bogucki Józef, Prof. gim., Lublin. 
Borkowska Janina, Prof. gim., Warszawa. 
Borsuk Karol, Dr., Warszawa. 
Braun Stefanja, Mgr., Warszawa. 
Broniec Karol. Prof. gim., Tarnowskie Góry. 
Bronowska Helena, Prof. gim., Zwierz. 
Charuba Tadeusz. Prof. gim., Łódź. 
Chrapko Mieczysław, Prof. gim, Wilno. 
Chromiński Henryk, Prof. gim., Siedlce. 
Czajkowski Leon, Prof. gim., Bielsk Podlaski. 
Cielecki Janusz, Kand. nauk mat., Warszawa. 
Czernik Tadeusz, Mgr., Wilno. 
Czeżowski Tadeusz, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
Danilewicz Aleksander, Prof. gim. Nowogródek. 
Dąbkowski Edward, In. 
Denizot Alfred, Dr. Prof. Uniw., Poznań. 
Denjoy Arnaud, Dr. Prof. Uniw., Paryż. 
Denjoy Thóróse, Paryż. 
Dickstein Samuel, Dr. Prof. Uniw., Warszawa. 
Dniestrzański Roman Mgr., Kraków. 
Dowgird Michał, Instruktor Ministerjalny, Warszawa. 
Dziewulski Wacław, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
Dziewulski Władysław, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
Dziewulska Jadwiga, Wilno. 
Frycz Kazimierz, Dr. Inż., Warszawa. 
Gierżodówna Anna, Mgr., Wilno. 
Ginzburg Wolf, Stud. mat., Marsylia. 
Gołąb Stanisław, Dr., Kraków. 
Godeaux Lucien, Dr. Prof. Uniw., Leodjum. 
Grabowska Zofja. Prof. gim., Łódź. 
Gruzewski Aleksander, Dr., Warszawa. 
Grużewska Halina, Dr., Warszawa. 
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Hampel Roman, Mgr., Kraköw. 

Helman Wiktor, Prof. gim., Lublin. 

Herfurtowa Zofja, Prof. gim. Warszawa. 
Herstalöwna Wanda, Prof. gim, Kraków. 

Hlavatv Vaclav, Dr. Prof. Uniw.. Praga. 
Hoborski Antoni. Dr. Prof. Akad. Görn., Prof. tyt. Uniw, Kraków. 
Hoborska Apolonja, Kraków. 

Huber Maksymiljan Tytus, Dr. Inż. Prof. Polit, Warszawa. 
Huberowa Janina, Warszawa. 

Hurewicz Witold. Dr. Doc. Uniw.. Amsterdam. 
Ihpatowicz Bolesław, Prof. gim, Warszawa. 
Iwanowska Wilhelmina, Mgr., Wilno. 

Izdebski Stanisław, Wizytator szkół. 

Janczewska Felicja, Prof. gim.. Grudziądz. 
Jantzen Kazimierz, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
Jantzenowa Janina, Wilno. 

Jaśkowski Stanisław, Abs. Uniw., Warszawa. 
Kaczmarz Stefan, Dr. Doc. Uniw.. Lwów. 

Kampe de Fériet Joseph. Dr. Prof. Uniw. Lille. 
Kempisty Stefan. Dr. Prof. Uniw. Wilno. 
Kempistowa Eugenja, Wilno. 

Kerner Michal. Dr., Warszawa, 

Kedzierski Marjan, Prof, gim., Grodno. 
Kleinertöwna Janina, Prof. gim., Marjówka Opoczyńska. 
Kłonieki Leon, Mgr., Wilno. 

Knaster Bronisław, Dr. Doc. Uniw., Warszawa, 
Knasterowa Marja, Warszawa. 

Kołodziejczyk Stanisław, Mgr., Warszawa. 

Kon Bogusław Hilary, Dr, Tomaszów Mazowiecki. 
Korcik Antoni, ks. Asystent Uniw., Wilno. 
Kosiński Konstanty, Prof. gim., Białystok. 
Krassowski Zenon, Prof. gim., Białystok. 
Krampnerówna Irena, Dr, Lwów. 

Krygowski Zdzisław, Dr. Prof. Uniw.. Poznań. 
Krukowski Józef, Prof. Szkoły Techn., Wilno. 
Krzyżański Mirosław, Mgr., Wilno. 

Krzyżanowska Helena, Prof. gim., Płock. 
Krzyżanowski Feliks, Prof. gim., Płock. 

Krulu Hirsz, Mgr. Grodno. 


Kuczkowski Jan, Prof. gim., Suwałki. 
Kuratowski Kazimierz, Dr. Prof. Polit, Lwów. 
Leja Franciszek, Dr. Prof. Polit., Warszawa. 
Lejowa Janina, Warszawa. 

Lichtenstein Leon, Dr. Prof. Uniw., Lipsk. 
Lindenbaum Adolf, Dr., Warszawa. 

Lejneeks Edgars, Dr. Prof. Uniw., Ryga. 
Łoś Janusz, Wilno. 

Łuczyńska Janina, Mgr, Wilno. 

Makarewicz Józef, Prof. gim., Lublin. 
Matusewicz Ludmiła, Dr, Warszawa. 
Mazurkiewicz Stefan, Dr. Prof. Uniw., Warszawa. 
Merlisówna Fanny, Mgr., Wilno. 

Milecka Helena, Warszawa. 

Moroń Zbigniew, Prof. gim. 

Neymann Jerzy, Dr. Doc. Uniw., Warszuwa. 
Niedźwiecki Zenon, Prof. gim., Nieśwież. 
Nikołajczuk Aleksander, Prof. gim., Łódź. 
Odlanicka Jadwiga, Prof. gim., Warszawa. 
Olszewska Marja, Prof. gim.. Wilno. 

Orlicki Mikołaj, Kand. nauk. mat., Katowice. 
Osiński Michał, Prof. gim., Łódż. 

Ostrejko Jan, Ks. Mgr., Wilno. 

Otto Edward, Lwów. 

Parnesówna Klara, Lwów. 

Paszkiewicz Stanisław, Dyr. gim., Wilno. 
Patkowski Józef, Dr. Prof. Uniw.. Wilno. 
Pieslak Wanda Jadwiga, Warszawa. 
Pietkiewiczówna Amelja, Prof. gim., Częstochowa. 
Podwójska Józefa, Prof. gim., Nowe-Miasto. 
Prokoff Józef, Prof. gim., Warszawa. 

Rago Gerhard, Dr. Prof. Uniw., Dorpat. 
Rägo Natalie. Mgr. chem., Dorpat. 
Rosenblatt Alfred, Dr. Prof. Uniw., Kraków. 
Rozental Stefan, Dr., Lipsk. 

Rudnicki Juljusz, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
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Rusiecki Antoni Marjan, Instruktor Minister. Matemat. Warszawa. 


Rybarczyk Aleksander, Prof. sem., Bialystok. 
Rybarkiewiczówna Kamila, Prof. gim., Białystok. 
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Rynkiewiezöwna Marja, Częstochowa. 

Sergescu Petre, Dr. Prof. Uniw., Cluj. 
Sergescu-Kasterska Marja, Cluj. 

Sieczka Franciszek, Ks. Prof. sem,, Płock. 
Sieradzka Adela, Prof. sem., Kościerzyna. 
Sejut Zygmunt, Prof. gimn., Nowogródek. 
Sierpinski Wacław, Dr. Prof. Uniw., Warszawa. 
Ślebodziński Władysław, Dr., Poznań. 
Śliwińska Helena, Prof. gim., Grudziądz. 
Sokulska Irena, Prof. gim., Kraków. 

Sopoćko Fugenjusz, Dyr. gim, Warszawa. 
Staniewiez Wiktor, Prof. Uniw., Wilno. 
Steckel Samuel, Dr. Prof. gim. Białystok. 
Steinhaus Hugo, Dr. Prof. Uniw., Lwów. 
Stolicki Chaim, Mgr., Wilno. 

Straszewicz Stefan, Dr. Prof. Polit, Warszawa. 
Szyszknis Marceli, Dyr. gim., Wilno. 

Tarski Alfred, Dr. Doc. Uniw., Warszawa. 
Tonelli Leonida. Dr. Prof. Uniw., Piza. 
Turkowska Jadwiga, Prof gim. Wilno. 

Ulam Stanisław, Dr., Lwów. 

Vitali Giuseppe, Dr. Prof. Uniw., Bologna. 
Wałejko Władysław, Prof. sem., Wilno. 

W arhaftman Stanisław, Red. „Mathesis Polskiej*, Warszawa. 
Ważewski Tadeusz, Dr. Doc. Kraków. 
Weinlesöwna Sala, Dr., Lwów. 

Wegner Antoni, Poznań. 

Weyssenhoff Jan. Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
Wolibner Witold, Dr.. Warszawa. 

Wiśniewski Kazimierz, Prof. gim., Łódź. 
Zapasuik Bronisław, Dyr. gim., Wilno. 
Zapaśnikówna Anna, Prof. gim.. Wilno. 
Zaremba Stanisław, Dr. Prof. Uniw., Kraków. 
Zaremba Stanisław Krystyn, Er. Asystent Uniw., Wilno. 
Zatheyówna Bronisława, Prof. gim. Poznań. 
Zawadzka Janina, Mgr., Warszawa. 
Zamejówna Klara, Prof. gim., Wilno. 
Zwinogrodzki Józef, Prof. gim., Kobryń. 
Zygmund Antoni, Dr. Prof. Uniw., Wilno. 
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Cette liste ne contient pas les noms des 41 étudiants et étu- 
diantes de l’Université Stefan Batory, qui ont contribué a l'organi- 
sation du Congres et jouissaient des droits de membres du Congrès. 


Etat 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1930. 


Président: M. K. Bartel. 

Fzce- Présidents: MM. S. Zaremba et S. Mazurkiewicz. 

Secrétaire. M. T. Ważewski. 

Vice- Secrétaire: MM. A. Turowicz et S. Turski. 

Tresorier: M. S. Golab. 

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, W. Wilkosz et 
A. Rosenblatt. 

Commission de Contrôle: M™° Wilkosz et MM. Chwistek et Nikodym. 

Il existe quatre sections de la Société, l’une a Lwów, présidée 
par M. H. Steinhaus la seconde a Varsovie, présidée par M. 
S. Mazurkiewicz. la troisième à Poznań, presidée par M. Z. 
Krygowski, la quatrieme a Wilno, presidee par M. W. Sta- 
niewicz. 


Liste de Membres de la Societé. 


Malgré le soin avec lequel cette liste a ete établie, certaines 
fautes ont pu s’y glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bieu euvoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Golebia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements d'adresse. 

Abrévations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, WI — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociétaires perpetuels. 


Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 
Aronszajn Natan Dr. (Wa) Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 
Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1. 

Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 


15? 


Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraköw, Obserwatorjum Astrono- 
miezue, ul. Kopernika 27, 

Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Male Garbary. 

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L>, Lwów, Politechnika. 

Bary Nina Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29. 
kw. 22. 

Bessaga Mieczysław Inż. Lwów, Aleja Foch'a III, Dom Kolejowy. 

Białobrzeski Czesław Prof. Warszawa, ul. Hoża 69. 

Bielecki Adam Mr., Kraków, Kazimierza Wielkiego 98. 

Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet, Semina- 
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6. 

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1. 

Blumenfeld Izydor Inż. Dr. (L), Lwów, ul. Kąpielna 6. 

Borsuk Karol Dr. (Wa), Warszawa, Adama Pługa 6, m. 2. 

Bouligand (łeorges Prof. Dr., Poitiers (Vienne, France). 50, rue 
Renaudot. 

Böttcher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 

Brablec Franciszek, Kraków, ul. Studencka 4. 

Braunówna Stefanja Mr. (Wa). Warszawa, Marszałkowska 91. 

Burstin Celestyn Dr. (L), Institut mathématique de l’Universite de 
Mińsk S. S. I R. 

Cartan Elie Prof. Dr, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 
nue de Montespan. 

Chromiński Antoni (Wa). Warszawa, Politechnika, Wydział Inzy- 
nierji Lądowej. 

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwów, Uniwersytet. 

Cukierman Jakób Dr. (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22, m. 30. 

Cwojdzinski Kazimierz Dr. (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 15. 

Czarnecka Jadwiga (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 
Poznańskie). 

Delsarte Jean, Maitre de Conferences à la Faculté des Sciences 35, 
rue Saint-Michel Nancy (Meurthe-et- Moselle) France. 

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 

Długowski Gerhard Pułk., Rembertów, Centrala badań poligonalnych. 

Dollon Jean, Prof. de Mathématiques spéciales Lycée Poincaré, 
Nancy, France. 

Durand Georges, Bourges (Cher) 3, rue Pasteur. 

Dziewulski Wacław Prof. Dr. (WD, Wilno, ul. Zakretowa 13. 

Dziewulski Władysław Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15. 
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Dziwineki Placyd Prof. Dr. (L), Lwöw, ul. Kleinowska 3. 

Fijoł Kazimierz, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31. 

Flamant Paul Prof. Dr. Clermont-Ferrand (Puy-de-Dôme, France) 
22 rue Morel-Ladeuil. 

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 

Glass Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Saska, dom J. Glassa. 

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frederie Nyst. 

Gołąb Stanisław Doe. Dr, Kraków, Akademja Górnicza. 

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 

Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14. 

Grużewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Zo- 
libörz ). 

Grużewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2. m. 62 
(Żolibórz). 

Harlen Hasso Dr., Dordrecht 'Holland), Kon. Wilhelminastraat 34. 

Hoborski Antoni Prof. Dr, Kraków, ul. Smoleńska 26. 

Homme Marja (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151. 

Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trębacka 6 m. 5. 

Huber Maksymiljan Prof. Dr. Wa) Warszawa, ul. Koszykowa 75, 
dom A. 

Hurewicz Witold Doc. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Universite. 

Jacob Mojżesz Dr. (L) Wien II (Autriche), Wolfgang - Schmälzl- 
gasse 10/16. 

Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados) (France), 7 
Delivrande. 

Janik Wincenty, Kraków, ul. Studeneka. Gimnazjum. 

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3. 

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Kalandyk Stanisław Dr. (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 

Kalicun-Chodowieki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4. 

Kampé de Fériet Joseph Prof. Dr., Lille (France), S. P. 16, rue 
des Jardins. 

Kempisty Stefan Prof. Dr. (WD, Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 

Kerner Michal Dr. (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20 m. 17. 

Klawekówna Stefania (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 
Pensylvania. 

Knaster Bronisław Doe. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 


, rue de la 
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Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa), Warszawa, Pruszków, ul. Graniczna 4. 

Kołodziejczyk Stanisław Mgr. (Wa), Warszawa, Szkoła Główna Gosp. 
Wiejskiego, Zakład Statystyki, Miodowa 23. 

Kozniewski Andrzej Mgr. (Wa), Warszawa. Hoża 61. 

Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Marszałka Foch'a 
tp. 

Krvzan Marjan Dr. (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9. 

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Lwów, ul. Nabielaka 12 m. 5.. 

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa. ul. Oczki 3, Semiuarjum 
Matematyczne. 

Laine Edward Prof. Dr., Angers (France), 3 rue de Rabelais. 

Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75m. 16. 

Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa. ul. Brzozowa 12. 

Leśniodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 

Lichtenberg Władysław (L), Lwów, Wulecka Droga 78. 

Lichtenstein Leon Prof. Dr. (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross- 
górschenstrasse 3. 

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m. 4. 

Loria Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37. 

Łomnicki Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kosynierska 18 

Łomnicki Zbigniew (L), Lwów, ul. Nabielaka 19. 

Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Łuzin Mikołaj Prof. Dr (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów, ul. Batorego 5. 

Malecki Stanisław, Dębica, Gimnazjum. 

Mandelbrojt S., Prof. Dr.. Clermond-Ferrand, Universite 

Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26. 

Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego, 17. 

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Obożna 11. 

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX (Autriche), Fruchthaller- 
gusse 2. 

Meyer Doc. Inż. Dr. (L), Wien (Autriche), Université. 

Mieńszow Dymitr Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14. 

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A), University of Texas. 

Moroń Władysław, Katowice. 

Sir Muir Thomas, F. R. S. etc. Rondebosch (South Africa). 

Napadiewiczówna Zofja (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8. 
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Splawa-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, 
m. 6. 

Niklibore Władysław Doe. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44a. 

Nikodym Otton Doe. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35. 

Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53 
m. 35. 

Ohrenstein Szymon, Drohobycz. I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 

Orlicz Władysław Dr. (L), Lwów, ul. Teatyńska 27. 

Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44. 

Pankalla Jan Inż. (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12. 

Pareński Aleksander Dr. (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10. 

Patkowski Józef Prof Dr. (WT), Wilno, ul. Nowogrodzka 22, 

Pearson Egon Sharpe Dr., London W. C. 1, University College, 
Galton Laboratory. 

Pearsun Karl Prof. Dr., London W. C. 1, University College. 

Pęczalski Tadeusz Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Krasińskiego 14. 

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 

Popruzenko Jerzy Dr. (Wa), Warszawa, ul. Szopena 6, m. 10. 

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa) Calcutta (East India) Samavaya 
Manrions 2 Corporation str. 

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 

Przygodzki Józef Inż. (P), Poznań, ul. Rybaki, Szkoła Budowlana. 

Rajchman Aleksander Doe. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 

Rosenblatt Alfred Prof. Dr., Kraków, ul. Krowoderska 47. 

Rozental Stefan Dr. Łódź, ul. Nawrot 4. 

Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum państwowe. 

Rudnicki Juljusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22. 

Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 

Sabatowska Walerja (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej, 

Saks Stanisław Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Krasińskiego 18, 
m. 129, (Zolibörz). 

Schauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwöw, ul. Lesna 7. 

Schreier Jözef (L), Drohobyez. Bednarska 8. 

Sedlak Stefan, Kraków, ul. Wawrzyńca 30. 

Seipeltówna Lidja Dr. (P), Poznań, ul. Rzepeckiego 27. 

Sergesco Pierre Prof. Dr., Cluj (Roumanie), Seminar matematic 
universital. 

Sieczka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Płock, Seminarjum Duchowne. 

Sierpiński Wacław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 55. 


) 
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Smoliński Kazimierz (P), Poznań. ul. Żupańskiego 16. 

Smoluchowska Helena (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 

Smosarski Władysław (P), Poznań, Uniwersytet. 

Staniewicz Wiktor Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7. 

Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50. 

Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chełmno, Korpus Kade- 
tów Nr. 2. 

Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum. 

Steinhaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 

Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1. 

Straszewicz Stefan Prof. Dr. Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Poznań- 
dka 12. 

Szczepanowski Karol Mjr. (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 

Szymański Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydz. Mecha- 
niczny. 

Ślebodziński Władysław Dr. (P), Poznań, ul. Głogowska 51. 

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa. ul. Sułkowskiego 2, m. 5. 
Żoliborz. 

Titz Henryk Inż., Kraków, ul. Św. Tomasza 27. 

Turowicz Andrzej Mgr., Kraków, ul. Sobieskiego 7. 

Turski Stunisław Mgr., Kraków, ul. Ks. Józefa 29. 

Ulam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kołłątaja 12. 

Urbański Włodzimierz, Kraków, ul. Czysta 19. 

Vetulani Kazimierz Inż., Kraków, ul. Smoleńska 14. 

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Warszawa, Radość, Jasna 11. 

Waraszkiewicz Zenon Mgr. (Wa), ul. Koszykowa 69 m. 10. 

Ważewski Tadeusz Doc. Dr, Kraków, Uniwersytet. 

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Weinlósówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 

Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Królewska 4. 

Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74. 

Węgrzynowicz Marjan (P), Poznan, ul. Lazarska 2a. 

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas) U. S. A. 

Wilk Antoni Dr.. Kraków, ul. Wybiekiego 4. 

Wilkosz Witold Prof. Dr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Wilkoszowa Irena, Kraków, ul. Zyblikiewieza 5/7. 

W undheiler Aleksander Mrg. (Wa), Warszawa. ul. Pawia 39. 

Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńska 21. 


Zalcwasser Zyginunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 
Zarankiewicz Kazimierz Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Filtrowa 71. 
Zaremba Stanisław Prof. Dr. , Kraków, ul. Żytnia 6. 

Zaremba Stanisław Krystyn Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11. 
Zarycki Miron (L), Lwów, ul. Dwernickiego 32a. 

Zawirski Zygmunt Prof. Dr., Poznań, U niwersytet. 

Zermelo Ernst Prof. Dr., Freiburg i/Br. Karlstrasse 60, Allemagne. 
Zygmund Antoni Prof. Dr. (Wa), Wilno, ul. Wiełka 24. 

Żórawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 
Żyliński Eustachy Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supińskiego 11. 


Membres décédés. 


Ernst. Marcin Prof. Dr. 
Vitali Giuseppe Prof. Dr. 


Membres dont les adresses manquent, 


Babski Bohdan. 

Bogucki Władysław. 
Chmiel Juljan Dr. 
Dehryng Bohdan Dr. 
Kaszycki Ludwik Inż. 
Majewski Władysław (L). 
Ostrzeniewski Ludwik. 
Sobaczek Jan. 

Stamm Edward Dr. 
Włodarski Franciszek Dr. 


Liste des publications póriodiques avec lesquelles la Sociótć 
polonaise de Mathómatique óchange ses Annales. 


1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 
Francisco - Josephinae. 

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitat in 
Hamburg. 


20. 
21. 


. Bulletin de la Société Mathématique de France et Comptes-Ren- 


dus des Seances. 


. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society. 

. Annales scientifiques de l’Université de Jassy. 

. Jabresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung. 

. Mouatshefte für Mathematik und Physik. 

. Publications de l'Institut de Mathématiques de l'Université de 


Strasbourg. 


. Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni- 


versita di Roma. 


. Bulletin Scientifique de l'Ecole Polytechnique de Teinisvara. 
. Contributions al Estudis de las Ciencias Fisicas y Matematicas 


(La Plata, Argentina). 


. Publications de la Faculté des Sciences de l’Université Masaryk. 
. Fundamenta Mathematicac. 

. Prace Matematyczno-Fizyczne. 

. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. 
. Annals of Mathematics. 

. Annales de la Faculté des Sciences de l’Université de Toulouse. 
. Transactions of the American Mathematical Society. 

. Journal de l’Ecole Polytechnique. 


Revue semestrielle des publications math. 
Wiskundige apgaren met de Oplasingen. 


2. Archief voor Wiskunde. 

. Levingradzkie Tow. Fizyczno- Matematyczne. 

. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo. 
. Universitätsbibliothek, Basel. 

. Academia Romana, Bucuresti. 

. Société Scientifique de Bruxelles. 

. Bayerische Akademie der Wissenschaften, München. 

. Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie. 

. Edinburgh Mathematical Society. 

. Societe Hollandaise des Sciences. 

. Société Mathématique de Kharkow. 

. La Sociedad Matematica Espanola, Madrid. 

. Koninklijke Akademia van Weteuschappen, Amsterdam. 

. Mathematische Gesellschaft in Hamburg. 

). Unterrichtsblätter für Mathematik u. Naturwissenschaften. 
. London Mathematical Society. 
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. Real Academia de Ciencias Exactas, Madrid. 

39. Philosophical Society, Cambridge. 

. Norsk Matematisk Forening, Oslo. 

. Académie Royale des Sciences, Bruxelles. 

. Mathematisches Seminar der Universität, Giessen. 
. Societas Scientiarum Fennice, Helsingfors. 

. Matematisk Tidsskrift, Copenhaghe. 

. Société Physico-Mathématique de Kazan. 

. Heidelberger Akademie der Wissenschaften. 

. The Töhoku Mathematical Journal, Sendai. 

. Naturforscher Gesellschaft bei der Universität Dorpat. 
. Sächsische Akademie der Wissenschaften, Leipzig. 
. The Mathematical Gazette. 

. The Benares Mathematical Society. 

. Smithsonian Institution, Waschington. 


Royal Society of Edinburgh. 


. Akademja Górnicza, Kraków. 

. Societatea Romana de Stiinte. 

. Societe Royale des Sciences de Liege. 

. Recueil Mathématique de la Société Math. de Moscou. 

. Journal of Mathematics and Physics, Massachusetts Institute ot 


Technology. 


. Bulletin del Seminario Mathemätico Argentino, Buenos Aires. 
. Proces-verbaux des Séances de la Société des Sciences Phy- 


siques et Naturelles de Bordeaux. 


. Studia Mathematica, Lwöw. 

. Casopis pro pöstoväni Matematiky a Physiky. Praha. 

. Matematica, Cluj. 

. Rendiconti dęl Seminario Matematico e Fisico di Milano. 

. Rendieonti del Seminario Matematico della R, Universita di Padova 
. Bulletin de Mathématiques et de Physique pures et appliquées 


de l’Ecole Polytechnique de Bucarest. 


. Prace geofizyczne. 
. Annali della R. Scuola Normale Superiora di Pisa. 
. Rendiconti del Seminario della Facoltà di Scienze della R. Uni- 


versità di Cogliari. 


. Statistica (Warszuwa). 
. Publications Mathématiqua de l'université de Belgrade. 
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Ouvrages reçus. 


KryLorr N. Les méthodes de solution approchée des problemes 
de la Physique mathématique (Mémorial des Sciences mathóm. XLIX). 
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